CAPITOLUL 1

SURSE DISCRETE DE INFORMATIE

1.1. Model matematic de sursa discreta, completa si
fara memorie

In general, prin sursi de informatie se intelege mecanismul
prin care, din multimea mesajelor sursei se alege, intr-un mod
imprevizibil pentru destinatar, un anumit mesaj pentru a fi
transmis.

Modelul matematic al unei astfel de surse se poate identifica
cu un experiment § ale carui rezultate pun In evidentd un numar
finit de evenimente elementare independente, notate cu s,,s,,...,5,,

avand asociate probabilitatile de realizare p(s,), p(s,),..., respectiv
p(sn ) Experimentul S formeaza un sistem complet de evenimente,
dacd la efectuarea acestuia cu certitudine se realizeazd unul din
evenimente. Cu alte cuvinte, dacd 0< p(s,)<1, oricare ar fi
k= I,_n , atunci are loc relatia

s,USs, U.LLUs, =E (1.1)
unde £ este evenimentul sigur. Dacd evenimentele s, sunt

disjuncte, atunci:
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p(SlUS2U...USn)Zip(Sk)Zp(E)Zl (1.17)

In felul acesta, experimentul S poate fi descris de cAmpul
de probabilitate caracterizat prin distributia

S. S| e S, e S, (1.2)
\pGs) o pGs) o p(s,) '
Sursa de informatie caracterizata prin experimentul S sau campul
de probabilitate cu distributia data de (1.2) se va numi discreta, daca

furnizeaza un numar finit de mesaje s, j=1,n.

Sursa de informatie se va numi completa, daca este
indeplinita relatia (1.1).

Sursa de informatie se va numi fara memorie, daca furnizarea
unui mesaj la un moment dat nu depinde de mesajele furnizate
anterior.

Deoarece informatia si gradul de nedeterminare pot avea
aceeasi mdsurd, iar gradul de nedeterminare este o functie de
probabilitatea de realizare a evenimentului (mesajului), se poate
considera cd informatia atasatd (asociatd) unui mesaj s,, notatd cu

i(s,) este, de asemenea, o functie de probabilitatea p(s,), cu care
acesta este furnizat, adica

i(s,) = F[p(s,)] (1.3)
unde F este o functie ce urmeaza a fi determinata.

Evident, functia F' este monoton descrescétoare, deoarece cu cat
probabilitatea de furnizare a mesajului s, este mai mare, cu atat

nedeterminarea asupra mesajului este mai mica si, deci, si informatia
atagata acestui mesaj va fi mai mica (Fig. 1.1).

19



+ Flpts)]

5 7 >k

Fig. 1.1. Reprezentarea grafica a informatiei

La limitd, cAnd p(s, ) =1, rezultd ca se cunoaste cu certitudine
cd sursa va furniza mesajul s, si, deci, informatia obtinutd la
furnizarea mesajului s, este nula.

Cand p(sk) =0, rezultd cd sursa nu va furniza niciodatd
mesajul s, s1, deci, neexistind nici o nedeterminare asupra

furnizarii sau nefurnizarii acestui mesaj, informatia atasata acestuia
este, s1 1n acest caz, nuld (vezi punctul din origine).

In scopul determinarii functiei F, se considera o sursa discreta,
completa si fard memorie, caracterizata de distributia (1.2).

Fie i(sk NS j) informatia care s-ar obtine la furnizarea
mesajului s, si a mesajului s;. Daca probabilitatea evenimentului
de furnizare a mesajului s, §i a mesajului s, este p(Sk Ns j) ,
conform relatie (1.3), se poate scrie

i(skmsj)zF[p(skmSj)J (1.4)

Sursa de informatie fiind presupusa farda memorie, rezulta ca
mesajele s, si s, sunt independente si, deci, probabilitatea intersectiei

celor doua evenimente (mesaje) devine
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p(skﬂsj)zp(sk)-p(sj) (1.5)
Pe de alta parte, cele doua mesaje fiind independente, informatia

obtinutd la furnizarea lor va fi egald cu suma informatiilor atasate
celor doua mesaje, adica

i(skmsj):i(sk)+i(sj) (1.6)
Tinand cont de relatiile (1.3), (1.4) si (1.5), din (1.6) rezulta ecuatia
functionala

F[p(sk)-p(sj)]:F[p(sk)]JrF[p(sj)] (L.7)

Ecuatia functionala (1.7) este satisfacuta, evident, de functia

F[p(sk)] =C-log p(s;) (1.8)
unde constanta C se va determina odatd cu adoptarea unitdtii de
masura pentru informatie.

Prin definitie, se considerda cd se obtine o unitate de
informatie, atunci cand o sursa discretd, completa si fard memorie
poate furniza numai doud mesaje echiprobabile.

Considerand 1n relatia (1.8) logaritmul in baza doi si tinand
cont de definitia unitatii de mdsura a informatiei, se poate scrie

i(sk)zF[p(sk)]=C10g2%=—czl (1.9)

Unitatea de informatie astfel definitd se numeste bit. Din

(1.9) rezulta ca C = -1 s1, deci, se poate scrie, in general, cd informatia

atasatd mesajului sy, furnizat cu probabilitatea p (sk ) , se determina cu
relatia

i(s,)=—log, p(s,) <biti> (1.10)

Considerandu-se din nou sursa discretd, completd si fara

memorie caracterizata de distributia (1.2), informatiile i(sk) atasate
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mesajelor s, , k = 1,n, conform relatiei (1.10), determind o variabila

aleatoare discretd, a cdrei valoare medie statistica, prin definitie, se
numeste entropia sursei respective si va fi notatd in continuare cu
H(S). Se poate, deci, scrie relatia

H(S):@:kzn;p(sk)-i(sk) (1.11)

unde i(s,) reprezintd valoareca medie statistica a variabilei

aleatoare discrete i(s, ).

Inlocuind (1.10) in (1.11), rezulta

- biti
H(S)——;p(sk)logzp(sk)< mosai (1.12)

Din punct de vedere fizic, entropia definita cu relatia (1.12)
masoara informatia medie pe mesaj, respectiv nedeterminarea medie
a sursei respective. In scopul simplificarii scrierii, in cele ce urmeaza,
se va considera cd logaritmii sunt in baza doi, fard a mai specifica
acest lucru.

Daca se noteazd cu 7,, k :L_n, duratele de transmitere a
mesajelor s, de cdtre sursa S, caracterizata de distributia (1.2), atunci
durata medie de transmitere a unui mesaj se determina cu relatia

n
=Y p(s,)r, <secunde> (1.13)
k=1
Prin definitie, se numeste debit de informatie al unei
surse discrete, complete si fard memorie, raportul dintre entropia
sursei i durata medie de transmitere a unui mesaj. Notand cu H, (5)
debitul unei astfel de surse, se poate scrie
H(S) biti

H (S)=—+ < . > (1.14)
T mesajxsecunda
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1.2. Principalele proprietati ale entropiei

1. Din relatia (1.12) rezulta ca entropia este nenegativa, adica
H(S)>0 (1.15)

2. Prin diversificarea unei surse, entropia creste.
Intr-adevar, fie sursa discretd, completa si fard memorie
caracterizatd de distributia (1.2). Fard a micsora generalitatea, se
presupune cd mesajul s, poate fi diversificat in alte m mesaje

disjuncte, adica

s, =yUyu.uy (1.16)
Daca p(,),p(»,),...p(y, )sunt probabilitatile de furnizare ale
mesajelor y,, y,,...,,, , atunci distributia sursei diversificate este

Sdi( s S, Y Vo j (1.17)
p(s) . pGs,) p») . pW,)

1ar
:ip(yj) (1.18)

Conform relatier (1.12), entropia sursei diversificate se
poate calcula cu relatia

H Zp S, logp sk Zp(y])logp(y]) (1.19)
sau

H(5,) ==Y p(s.logp(s,)+ (s, o p(s,)~ 2 p(, oe ()

Tinand cont de relatiile (1.12) si (1.18), relatia anterloara devine
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N p(yj) p(yj)
H(S,)=-H(S)-p(s, 1 1.20
(5)=-H($)-p()37 Hioet 5 (.20
Deoarece
osp<yf)31 (1.21)
p(s,)
si y p(yj>:l, (1.22)
Jj=1 p(Sn)
rezulta ca
_ip(yj)logp(yj)zo 1.23)

J=1 p(sn) p(sn)
Din (1.20) si (1.23) rezulta ce trebuia demonstrat, adica
H(S,)=H(S) (1.24)
3. Entropia unei surse discrete, complete si fara memorie isi
atinge valoarea maximad, atunci cand mesajele sunt furnizate
echiprobabil.

Intr-adevir, fie sursa discreta, completd si fara memorie
caracterizatd de distributia (1.2), pentru care exista relatia de
legatura (1.1). Pentru a determina extremul entropiei acestei surse,
se va folosi metoda multiplicatorilor lui Lagrange (sau extremul cu
legaturi). Pentru aceasta, se defineste functia.

d)[p(sk)]:H(s)+/1{§p(sk)—l} (1.25)

unde A este multiplicatorul lui Lagrange. Functia @[p(sk)]

isi atinge extremul odata cu functia H(S).
Conditia necesard de extrem este
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o [p (s, )]

() =0 (V)k=1Ln (1.26)
Inlocuind (1.12) in (1.25), relatia (1.26) devine
—log p(s,)—loge+A=0, (V)k=1n (1.27)
de unde rezulta
p(s) =2, (Vk=1Ln (1.28)
Inlocuind (1.28) in (1.1), rezulta
n(27) =1 (1.29)
de unde se obtine
A= 1og§ (1.30)

Tinand cont de (1.30), relatia (1.28) devine
p(s)=2.  (Hk=Tn (1.31)
n

Din (1.31) rezulta ci extremul functiei (1)[ p(s, )] , deci si a entropiei

H(S), se obtine atunci cand mesajele sunt furnizate echiprobabil.
Valoarea acestui extrem se obtine inlocuind (1.31) in (1.12), adica

H(S)| ==Y p(s,)logp(s,) 1 logn (132)

1
p(si ):; LY

Pentru a arata cd extremul astfel obtinut este un maxim, se poate
demonstra usor ca

H(S)<logn (1.33)
sau, echivalent, ca
H(S)—-logn<0 (1.34)

Intr-adevar,
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n

H(S)-logn==Y p(s,)logp(s,)—logn=

————logn-Y p(s,)= (1.35)

‘ 1 < 1
= s, )| lo —logn | = s, )1o
kZ_l:p( k)|: g (Sk) g :| kz_;p( k) gl’l p(Sk)
Pe de alta parte, este binecunoscuta inegalitatea

Inz<z-1,z>0, (1.36)

a carei reprezentare grafica este data in Fig. 1.2.

Inz] (z-1)
{z-13 lnz

L J

Figura 1.2 Reprezentarea grafica a inegalitatii 1.36

Tinand cont de 1.36 sinotand z :;, relatia (1.35) devine
n-p(sk)
z 1
H(S)-logn<loge) ————1 (1.37)
( ) ;”'p(sk)

sau, echivalent,
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H(S)—lognSloge{l—ip(sk)}zo (1.38)

k=1
ceea ce demonstreaza relatia (1.34).
Prin definitie, se numeste redundanta absoluta a unei
surse, diferenta dintre valoarea maximd a entropiei acesteia si
valoarea ei reala. Notand cu R,, redundanta absolutd, conform

definitiei, se poate scrie
R,=H_ (S)-H(S) (1.39)

Prin definitie, se numeste redundanta relativa a unel

max

surse, si se va nota cu p, raportul dintre redundanta absoluta si

valoarea maxima a entropiei, adica
— RS _ 1 _ H(S)
Hmax (S) Hmax (S) ’

Prin definitie, se numeste eficienta unei surse, si va fi

Ps (1.40)

notatd cu 77, raportul dintre entropia sursei si valoarea maxima a
acesteia, adica
H(S)
Ms =7 av
Hmax (S)
Din (1.40) si (1.41) , rezulta
ps =1-1, (1.42)
Pentru fixarea ideilor, se presupune o sursd discreta,

(1.41)

completa si fard memorie, caracterizata de distributia

Sl S2
S: ,0<p<l (1.43)
p l=p
Entropia acestei surse se calculeaza cu relatia
H(S)=—plogp—(l—p)log(l—p)=H(p) (1.44)

Deoarece
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lim[x-logx]=0 (1.45)

x—0

prin conventie, se va considera ca

0-log0=0 (1.46)
Tinand cont de (1.46), rezulta
H(0)=H(1)=0 (1.47)

Interpretarea fizica a rezultatelor date de relatia (1.47) este
urmadtoarea: cand p=0, rezulta cu certitudine ca sursa va furniza
mesajul s, si, deci, neexitdnd nici o incertitudine, H (0)=0; cand
p=1, rezulta cu certitudine ca sursa va furniza mesajul s, si, deci,
H(1)=0.
Valoarea maxima a entropiei se obtine atunci cand
bit
mesaj

p=1—p:p=§siHmax(S)=1 (1.48)

Reprezentarea graficad a entropiei H(p), conform relatiei (1.44),

este datd in Fig. 1.3.

1/2 1

Fig. 1.3. Reprezentarea grafica a entropiei date de relatia (1.44)

28



1.3. Model matematic de sursa discreta, completa si
fara memorie extinsa

In multe modele de surse de informatie este util a se
considera cd sursa furnizeazd grupe de mesaje si nu mesaje
individuale. In general, extensia de ordinul m a unei surse discrete,
complete si fard memorie se obtine formand mesaje compuse, o,

din succesiuni de m mesaje ale sursei initiale, in toate combinatiile
posibile. Numarul de mesaje compuse al unei astfel de surse extinse

este egal cu n”, deoarece fiecare mesaj compus este format dintr-o
succesiune de m mesaje, iar fiecare mesaj poate fi oricare din cele n
posibile. Extensia unei surse discrete, complete si fara memorie
determind o nouad sursd discretd, completd si farda memorie, cu
probabilitatea  fiecirui mesaj compus egalda cu produsul
probabilitdtilor mesajelor componente, deoarece mesajul compus
reprezintd o intersectie de evenimente independente.

Pentru calcularea entropiei extensiei unei surse discrete,
complete 1 fard memorie se va folosi metoda inductiei matematice.

Fie sursa discretd, completd si farda memorie, cu distributia
(1.2). Extensia de ordinul doi a acesteia, notatd cu S°, va furniza n’
mesaje compuse, o, de forma

o, >S5S O

n+l

88 O, >SS

-n

o, 58S, O

w2 > 555, O, 5,5

n-—

O, >S5S, 0, —>S5,S5, = O0,>Ss,
Entropia acestei surse, notatd cu H (Sz), se va calcula cu

relatia clasica
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n2

H(S8*)==3p(c,)logp(c,), (1.49)

k=1

Considerand un  mesaj compus O, =SS,

i cu

p(ak):p(si)p(sj);i,jzl,_n, relatia (1.49) se poate scrie,

echivalent, sub forma

H($*) == 3 p(s) (s, e p(5) p(s,)] -

i=l j=1

:—Zp logp ip(sj)— (1.50)

—Zp( )logp( )Zp( ) S)+H (S)=2H(S)

Considerand adevarata relatia pentru un numar oarecare, m, adica

H(S")=mH(S), (1.51)
se poate demonstra ca
H(S"")=(m+1)H(S) (1.52)
Intr-adevar
H(S"™") == p(olog p(o,), (V)i=Ln (1.53)
k=1
unde
c=0,5,p(0.)=p(0)p(s)) (1.54)
iar
o, =58 5 ,(V)s, €S (1.55)

Tinand cont de (1.54), relatia (1.53) se poate scrie, echivalent, sub
forma

H(s™)=-£ 3 plo.) (s og[ (51 ) p(s)]

k=1 i=1

30



n"

:_:Z:p(gk1 )logp(gk1 )’gp(si)—ip(si)logp(si)Zp(O'kl ) -

=H(S")+H(S)=mH (S)+H(S)=(m+1)H(S)
(1.56)

1.4. Model matematic de sursa de informatie,
discreta, completa cu memorie

Aceste surse de informatie, cunoscute si sub denumirea de
surse Markov, sunt caracterizate de faptul cd furnizarea unui mesaj
este dependenta de unul sau mai multe mesaje furnizate anterior.

Prin definitie, o sursd are memorie de ordinul m, daca
furnizarea unui mesaj este conditionatda de ultimele m mesaje
furnizate anterior.

Prin definitie, se numeste stare la un moment dat a unei surse
cu memorie succesiunea ultimelor m mesaje furnizate anterior
momentului considerat. Daca alfabetul unei surse Markov este format
din n mesaje, iar ordinul memoriei sursei este m, atunci, conform
definitiei stdrilor, sursa va avea cel mult n™ stari distincte, deoarece
cele m mesaje care definesc starea pot fi oricare din cele n mesaje
ce formeaza alfabetul sursei.

Analiza surselor de informatie discrete, complete, cu memorie
se efectueaza de obicei fie folosind grafurile, fie calculul matriceal.
In primul caz, nodurile din graf vor reprezenta stirile sursei, iar
ramurile orientate vor fi Inzestrate cu transmitante egale cu
probabilitatile de trecere dintr-o stare in alta.

Fie o sursd cu memorie de ordinul m ce poate furniza n
mesaje. Fie starea S;, caracterizata de succesiunea a m mesaje, adica
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S, =58, .8,
1 2

Iy

Daca din aceastd stare se furnizeazd mesajul s, cu probabilitatea
conditionata p(Sk‘Sl.), reprezentand probabilitatea de a se furniza
mesajul s,, daca sursa se afla in starea S, sursa va trece in starea
S i caracterizata de succesiunea

S, 8, .8, 5

Pentru simplificarea scrierii, probabilitatea de trecere din
starea S, in starea S, se va nota cu p,, iar in graf se va reprezenta

ca in Fig. 1.4.
Pij

Si./-;\. Sj

Figura 1.4. Trecerea din starea S, in starea S,

In cazul folosirii matricelor in analiza surselor cu memorie,
probabilitatile de trecere dintr-o stare in alta, p,, se organizeaza

intr-o matrice, notatd in continuare cu [T], numitd matrice de

trecere sau tranzitie, dupa urmatoarele reguli:

a) pe prima linie se trec probabilitatile de trecere din starea
AR in
celelalte n™ stari posibile, pe a doua linie, probabilitatile de trecere din
starea

S, 1in celelalte n” stari posibile si asa mai departe, pe ultima linie
scriindu-se probabilitatile de trecere din starea S , in celelalte n™ stari
posibile;

b) in prima coloand se trec probabilitatile de trecere in starea
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S,, din cele n"™ stari posibile, in coloana a doua, probabilititile de
trecere in starea S, din cele n” posibile si asa mai departe, in

ultima coloana scriindu-se probabilitatile de trecere in starea S,

din cele »n™ stari posibile, in felul acesta, matricea rezultata va fi

patrata, de ordinul »", de forma

i Py Pt Py ]
p p o p m
r1=| 2 (1.57)
_pn'”,l pn”’,Z pn"’,n'"

Matricea de trecere, [T], astfel intocmitd, este stochastica,
adica suma elementelor de pe fiecare linie este egala cu unitatea,
deoarece cu certitudine dintr-o anumita stare se ajunge in una din
starile posibile.

Prin definitie, sursa cu memorie se numeste stationara, daca
probabilitatile de trecere p,, sunt invariante in timp.

1.5. Surse cu memorie ergodice

Fie o sursd cu memorie de ordin m, ce poate furniza n

mesaje. Fie p(?), i =1,n" , probabilitatile celor n™ stari la momentul
t. Aceste probabilitdti definesc matricea distributiei probabilitatilor
starilor sursei la momentul 7, de forma

[P()]=[£ (1) po(0)-p, (1)] (1.58)

La momentul t+1, matricea distributiei probabilitatilor starilor va fi
de forma
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[P(t+1)]=[ P (t+1) py (t+1)..p,. (£ +1) ] (1.59)

Probabilitatea p;(z+1) ca sursa cu memorie sa se afle la
momentul #+1 in starea S; se poate determina multiplicand
probabilitatea p, (t) ca sursa sa se afle la momentul ¢ in starea §; cu
probabilitatea de trecere p; si sumand apoi pentru toate cele n™ stari

posibile S; , adica

P+ =Y p 1) p, () j=La” (1.60)

In relatia (1.60) este posibil ca o parte din probabilititile pj; sa fie
nule, ceea ce semnifica faptul cd din anumite stari la momentul ¢ nu
se poate trece in starea S; la momentul #+1.

Tinand cont de relatiile (1.57), (1.58) si (1.59), relatia (1.60) se poate
scrie, sub forma matriceala, astfel

[ P(t+1)]=[P(1)][T] (1.61)

in cazul momentelor de timp discrete t=0, 1, 2, ..., relatia (1.61) se
scrie 1n variabila discreta n, sub forma

[P(n+1)]=[P)]-[T] . n=0.1.... (1.62)
Pentru n=0, relatia (1.62) devine
[P(1)]=[P(0)][7) (1.63)
Pentru n=l, relatia (1.62) devine
[P(2)]=[PO)]r] (1.64)
sau, tinand cont de (1.63), rezultd, echivalent,
[P(2)]=[PO))IrT (1.65)
Rationand in mod similar, se poate scrie in general
LP(m)]=[P(O)]ITT (1.66)
Prin definitie, o sursd cu memorie, stationard se numeste
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ergotica, daca este satisfacuta relatia
lim[T]" =[K] (1.67)

n—»0

unde [K ] este 0 matrice cu elemente finite.

Daca o sursd cu memorie este ergodica, rezultd cd dupa un
anumit timp (ceea ce ar corespunde regimului tranzitoriu intr-un
sistem liniar) probabilitatile starilor nu se mai modifica in timp
(corespunzand regimului permanent).

Noténd p, p,,...,p,. probabilitatile starilor sursei cu memorie

ergodice, matricea distributiei probabilitatilor starilor devine

[P1= P P, P, ] (1.68)
iar relatia (1.62) se poate scrie sub forma
[P]=[P][7] (1.69)

Relatia matriceala (1.69) este echivalenta cu un sistem de n"

ecuatii algebrice liniare In necunoscutele p,, i =1,n", dar, deoarece

matricea de trecere [T ] este stochastica, din cele n” ecuatii, numai

n™ -1 sunt liniar independente. Pentru a putea calcula probabilitatile
starilor sursei cu memorie ergodice, la relatia (1.69) se mai adauga o
relatie, de forma

> po=1 (1.70)
k=1

Ecuatia (1.70) se justificd prin faptul cd daca sursa se afla
intr-o anumita stare, cu certitudine va trece la momentul urmator in
una din starile posibile.

Determinarea lui [T]" in scopul verificarii daca o sursa
cu memorie, stationara este sau nu, ergodica, se poate efectua
folosind transformata Z [93]. Astfel, aplicand transformata Z
relatiei (1.62), rezulta

35



z[[P(2)]-[PO)] | =[P)][T] (1.71),
sau
[P(2)]] z[1]-[T]] = z[ P(0)] (1.72)
unde [/] este matricea unitate de ordinul n™.

Din relatia (1.72) rezulta

[P(2)]=z[PO)][ [ 1]-[T]]" (1.73)
Aplicand transformata Z relatiei (1.66), rezulta
[P@)]=[PO]-2{[TT} (1.74)

Comparand relatiile (1.73) si (1.74), se poate scrie
[PO))2{[] ==L P(O))[[1-[r]] (175)
Deoarece relatia (1.75) este adeviratd pentru orice [P (0)] =[0],
rezultd ca trebuie sa aiba loc relatia
2]} ==[=[1]-[7]] (1.76)
de unde rezulta
1] =z {=[=[1)-[r]] '} . (1.77)

unde Z™'{ } reprezinta transformata Z inversa.

1.6. Entropia surselor cu memorie ergodice

Fie o sursd cu memorie de ordinul m, ce poate furniza n
mesaje. Fie starea S, — s, s ...s, , una din cele n" stari posibile.
Daca din aceastd stare se furnizeazd mesajul s; cu probabilitatea
conditionata p(s ; ‘Sk), atunci informatia atasatd acestui eveniment,
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notata cu i (s ; |Sk ) , se determind cu relatia

i(s,]S,)=-logp(s,|S,) (1.78)
Deoarece din starea S, pot fi furnizate oricare din cele n mesaje
posibile cu probabilitatile p(sj‘Sk), j=1,n, inseamna ci i (s j‘Sk)
determind o variabila aleatoare discretd, ce poate lua valori cu
probabilitatile p(s ; |Sk ) Valoarea medie a acestei variabile aleatoare

discrete reprezinta informatia medie data de starea S, si va fi notata

cu i(S,), adica

i(S,)= i(s_,lsk) - Zp(sj|Sk )logp(sj|Sk) (1.79)
j=1
Inlocuind (1.78) in (1.79), se poate scrie echivalent
i(Sk)=—Zp(sj|Sk)logp(sj|Sk) (1.80)
j=1

Marimea i(S,) definita cu relatia (1.80) determinid o noud

variabild aleatoare discretd, ce poate lua valori cu probabilititile py,

k=1n", dacad sursa cu memorie este ergodica. Valoarea mediec a

acestei variabile aleatoare discrete masoara din punct de vedere
fizic informatia medie a sursei cu memorie ergodice, adica
entropia acesteia,

n"

H=i(S5)=),pi(S,) (1.81)

k=1

Inlocuind (1.80) in (1.81), rezulti relatia finald pentru calculul
entropiei surselor cu memorie ergodice

H=—nzm:ipkp(sj|Sk)logp(sj|Sk) (1.82)

k=1 j=1
In relatia (1.82) s-ar putea ca o parte din probabilititile
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p(sj‘Sk) sa fie egale cu zero, ceea ce ar corespunde faptului ca din

starea S; nu se poate furniza mesajul s;.

1.7. Matrice asociate surselor cu memorie ergodice

Fie S= {SI,SZ,---Snm} multimea starilor unei surse cu
memorie ergodice, iar M = {m,,m,,---m } multimea de mesaje pe
care sursa le poate furniza. Se noteazd cu p(m, |S,) probabilitatea
conditionatd sa fie furnizat mesajul m,, daca sursa se afla in starea

S;, 1ar cu S; starea in care va trece sursa. Pentru simplificare, se
noteazd cu pj; probabilitatea ca sursa sd treacd in starea S, dacad
starea anterioara era S;.

Notand cu  p(S)), p(S,),---p(S ,) probabilitatile starilor

sursei ergodice Markov, matricea distributiei acestora devine
[P1=[p(S), P(S,),--- p(S,.)] (1.83)

Daca sursa cu memorie este ergodica, atunci probabilitatile
starilor sunt invariante si se pot calcula cu relatiile (1.69) si (1.70).

Datoritd faptului ca dintr-o anumita stare pot fi furnizate cel
mult » mesaje, rezulta cd cel mult n probabilititi p;; din fiecare linie
a matricei [T], date de relatia (1.57), pot fi diferite de zero. Datorita
acestui fapt, se va caracteriza sursa cu memorie de ordin m cu

matricea
_p(m1|S1) p(my|S) - p(mn|Sl)_
POV | SY]= p(nflnlSz) p(m'znlSz) p(m.nnlSz) (1.84)
p(m|S.,) p(my|S,) - pim,|S,)
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Unele probabilitati p(m, |S,) pot fi zero, ceea ce semnifica

faptul ca din starea S niciodata nu se poate furniza mesajul m;.
Fie p(S, mm;) probabilitatea ca sursa sa fie in starea S; si sa

fie furnizat mesajul m;. Matricea

_p(Slmml) p(S,Nmy) - p(Slmmn)_
[P(S.M)] = p(Sznr'\ml) p(Sznfjmz) p(Sznr.\mn) (1.85)
p(S, m)  p(S,Nmy) - p(S,m,) |

poate fi usor obtinuta din [P(M|S)], prin multiplicarea primei linii cu
p(S)), a celei de-a doua cu p(S,) s.am.d., a ultimei cup(S ,) si

tinand cont de relatia
p(S, nm,)=p(S)p(m;|S,) (1.86)
Probabilitatea p(m;) cu care sursa furnizeazd mesajul

m;,j= I,_n , poate fi atunci calculata cu relatia

pm) =3 pim,AS,), (V)j=Tm. (1.87)

Fie p(S,|m;) probabilitatile ca sursa sa fi fost in starea

S,,k=1n", dacd a furnizat mesajul m;,j=lLn. Aceste

probabilitati pot fi organizate in matricea

i p(Sl |m1) p(Sl |m2) p(Sl |mn) ]
(P(S | MY] = p(S.z.l.ml) p(S'z.I.mz) p(S.z.I.mn) (1.88)
p(S, [m) p(S,|m) - p(S,|m,)

Aceasta matrice se deduce usor din matricea [P(S,M)], prin
impartirea primei coloane cu p(m,), a celei de a doua cu p(m,)

s.a.m.d., a ultimei cu p(m,) si tinand cont de relatia
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p(Skmmj):p(mj)p(Sk|mj) (1.89)

1.8. Alte marimi informationale care caracterizeaza
sursele cu memorie ergodice

Incertitudinea cd sursa se afla in starea S, si furnizeaza
mesajul m; se poate inlatura cu informatia

i(S, "m;)=—log p(S, "m,) (1.90)

Informatia definitd in (1.90) determind o variabild aleatoare

discretda  care  poate lua  valori cu  probabilititile

p(S,~m;); k=1,n"; j=1n. Valoarea medie statistica a acestei

variabile aleatoare discrete se va denumi entropia stari-mesaje si va
fi notata cu H(S,M).

H(S,M)=i(S, mm}.):iip(sk Am,)i(S, Am,) (1.91)

k=1 j=1

Inlocuind (1.90) in (1.91), se obtine

H(S,M) :—"Zmlzn: p(S, "m,)log p(S, "m,) (1.92)

k=l j=1

Considerand (1.89), relatia (1.92) poate fi scrisa echivalent ca

H(S,M) =Y p(m)| =X p(S, |m)log p(S, nm)) | (1.93)
j=1 k=1
Marimea informationala
~>p(S, |m)log p(S, "m,) = H(S,m,) (1.94)
k=1

este 0 masurd a incertitudinii medii ca sursa furnizeaza mesajul m,,

ea aflandu-se in oricare stare din multimea S .
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Considerand (1.86), relatia (1.92) poate fi, de asemenea,
scrisd echivalent ca

H(S,M)=2 p(S)| =2 pm;|S)log p(S,nm,) | (1.95)
= J=l
Marimea informationala
=Y plm, | S,)log p(S, Am,) = H(S,, M) (1.96)
Jj=1
este 0 masurd a incertitudinii medii ca sursa sd se afle in starea S, si
sa furnizeze orice mesaj din multimea M .
Incertitudinea ca sursa sa se afle in starea S, , dacd a transmis
mesajul m;, poate fi indepdrtata de informatia
i(S, |m,) =—log p(S, | m)) (197)
Informatia definitd in (1.97) este o variabild aleatoare
discretda  care  poate lua  valori cu  probabilititile

p(S,|m;); k=1,n"; j=1,n. Valoarea el medie, notatd cu

H(S|m;), este data de

H(S | m))=i(S, [m,) =Y p(S, | m)i(S, | m)) (1.98)
k=1
sau, considerand (1.97), avem
H(S |m;)==) p(S, |m;)log p(S, |m,). (1.99)
k=1

Marimea informationala H(S|m;) este o masurd a
incertitudinii medii asupra multimii starilor sursei, daca aceasta
furnizeaza mesajul m, .

Considerand toate mesajele m,, j =1,n, marimea definita in

(1.99) reprezinta o noud variabila aleatoare discreta care poate lua
valori cu probabilitatile p(m,). Valoarea ei medie este
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H(S|M):H(S|mj)=zn:p(mj)H(S|mj) (1.100)

Aceasta cantitate se numeste echivocatia sursei ergodice cu
memorie. Prin inlocuirea relatiei (1.99) in (1.100), si considerand
(1.97), se poate scrie, echivalent

H(S|M):—nZ:Zn:p(Skmmj)logp(Sk|mj) (1.101)

k=1 j=1

Aceastd marime informationald masoard valoarea medie a
incertitudinii asupra multimii stérilor S, dacd multimea mesajelor M
este cunoscuta.

Considerand (1.89) si (1.86), echivocatia poate fi scrisd in doua
moduri echivalente

H(S|M)= ﬁp(mg{—"Zp(Sk |m )log p(S, | m,)} (1.102)

H(S| M) - "prk)[—ip(mj 15,)log (S, m,.)} (1103)

Jj=1
Marimea informationala

not.

_nZ:p(Sk |mj)10gp(Sk |mj) = H(S| m_,-) (1.104)

k=1
este 0 masura a incertitudinii medii asupra multimii starilor, dupa ce
a fost transmis mesajul m; .

Marimea informationala
—2 p(m, | S,)log p(S, | m,) = H(S, | M) (1.105)
Jj=1

este 0 masurd a incertitudinii medii asupra starii S, , dupd ce au fost

furnizate mesajele din multimea M .
In mod analog, nedeterminarea medie asupra multimii

mesajelor M, daca este cunoscutd multimea starilor, se poate calcula
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cu relatia

HM |S)=-33 p(S,)p(m, | S)logp(m,|S,)  (1.106)

k=1 j=1
Prin comparatia relatiilor (1.82) si (1.106), se observa ca
entropia sursei ergodice cu memorie 1n sensul clasic este, de fapt, o
entropie conditionala numita eroare medie.
Considerand (1.86), relatia (1.106) poate fi scrisa echivalent
ca

H(M |$)==Y 3 p(S, nm))logp(m, | S,) (1.107)

k=1 j=1

Relatia (1.107) poate fi scrisa, echivalent, n doud moduri

H(M |S)=) p(m))| = p(S, |m;)log p(m,|S,) (1.108)
j=1 | k=l |
H(M |S)=2" p(S)| =D p(m;|S)log p(m,|S,) (1.109)
k=1 J=1 .
Marimea informationala
—2p(S, | m)log p(m, |S,) = H(m,|S) (1.110)
k=1

este 0 masurd a incertitudinii medii asupra mesajului m,, j=1,n,

daca este cunoscutd multimea starilor S.
Marimea informationala

—>p(m;|S)log p(m, | S,) = H(M|S,) (L111)
j=1

este 0 masurd a incertitudinii medii asupra multimii mesajelor M,

dacd starea S, , k =1,n" , este cunoscuta.

Fie S, starea unei surse ergodice cu memorie, a carei
probabilitate este p(S,). Incertitudinea initiald asupra stdrii Sy poate
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fi inldturata cu o informatie i(Sy), calculata cu

i(S,)=-log p(S,) (1.112)
Informatia i(S;) definita de (1.112) determind o variabild aleatoare
discretd care poate lua valori cu probabilitatea p(S,). Valoarea ei

medie, notatd H(S) este

H(S)=i(5) = X, p(S.)i(S) =~ p(Slog p(Sy)  (1113)

Aceasta entropie reprezinta incertitudinea medie a starilor sursei.

Deoarece
p(Sk)sz::p(Skmmj), (1.114)
se poate scrie echivalent _
H(S)z—gzn;p(Skmmj)logp(Sk). (1.115)
.

In mod analog, incertitudinea medie asupra multimii mesajelor
poate fi calculata cu relatia

HM)==3"3 p(S, nm )log p(m)) (1.116)

k=1 j=1

Incertitudinea finala asupra starii S;, dupd ce s-a transmis
mesajul m; poate fi inlaturata prin informatia notatd cu i(S, |m,),
care se poate determina cu (1.97).

Daca i(S;) este informatia ce indeparteaza incertitudinea
initiala asupra starii Sy si i(S, |m;) este informatia ce indeparteaza
incertitudinea finala asupra starii Sj;, incertitudinea indepartata
asupra lui S; se datoreaza furnizdrii unei informatii, numita
informatie mutuala, notata cu i(Sy,m;) si calculata cu

i(Se,m;)=1i(S,)—i(S, |m,) (1.117)
Inlocuind (1.112) si (1.97) in (1.117), se obtine
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p(S; |m,)

i(S,,m,)=log (1.118)
o p(S,)
sau, considerand relatia (1.89), se poate scrie echivalent
S, Nm.
i(Sk,m/.):logp(k—’) (1.119)
' p(S,)p(m))

Informatia mutuald definita in (1.118) sau (1.119) determina
o variabild aleatoare discreta care poate lua valori cu probabilitatea

p(S, nm,)k = Ln";j =1,_n. Valoarea ei medie, notata cu I(S,M),

este

m

I(S,M):i(Sk,mj):izn:p(Sk Am,)i(S,,m.) (1.120)

k=1 j=I
Prin inlocuirea (1.118) sau (1.119) in (1.120), se obtin doua relatii
echivalente

I(S,M):i(Sk,mj):iZn:p(Skmmj)log% (1.121a)

k=1 j=1 POy
_iGm=53 P 0m)

I(S,M)—l(Sk,mj)—;;p(Skmmj)logp(Sk)p(mj) (1.121b)

Considerand (1.86) si (1.89), relatia (1.121b) poate fi scrisa
in urmatoarele doud moduri echivalente

p(S,nm,)

I(S,M)=)> p(S,)) p(m.|S,)log (1.122)
2.7 Z P plm)p(S))
n s p(S,Nm))
I(S,M)=> p(m,)Y p(S,|m )og——— (1.123)
; ’ kz:‘ S p(mj)p(Sk)
Marimea informationala
n S M ) not.
> b1 Splog Lo s, ), (1124
=1 p(mj)p(Sk)

este 0 masura pentru informatia medie care se obtine cand sursa se
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afla in starea S, , k =1,n", si a furnizat mesaje din multimea M .
Marimea informationala

n” p(S ﬁm) not.
2, (S, [ m))log-———=
k=1

= I(S.m, 1.125
pm)p(sy O (1129

este 0 masurd a informatiei medii obtinute cand sursa furnizeaza
mesajul m; si se afla in oricare din stérile din multimea S .

Intre marimile informationale definite mai sus, pot fi stabilite
urmatoarele relatii

H(S,M)=H(S)+HM|S) (1.126a)
H(S,M)=H(M)+H(S| M) (1.126b)
I(S,M)=H(S)+H(M)—-H(S,M) (1.127)
I(S,M)=H(S)-H(S| M) (1.128a)
I(S,M)=H(M)-H(M|S) (1.128b)

Relatia (1.126a) se obtine plecand de la (1.92) si tinand cont de
(1.107) si (1.115). Relatia (1.126b) se obtine plecand de la (1.92) si
tinand cont de (1.101) si (1.116). Relatia (1.127) se obtine din
(1.121b), (1.115), (1.116) si (1.92). Relatia (1.128a) se obtine prin
substituirea relatiei (1.126b) in (1.127), iar relatia (1.128b), prin
inlocuirea lui (1.126a) in (1.127).

Considerand relatiile anterioare, se pot demonstra usor
urmatoare legaturi informationale:

H(S, .M)=H(M|S,)-log p(S;) =

! 1.129
=H(Sk|M)—Zp(mj|Sk)logp(mj) ( :

H(S,mj)=H(mj|S)‘;p(5k|mf)1°gp(sk): (1.130)

= H(S|m,)~log p(m,)
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1(5,,M) =—log p(S,) = p(m, | §,)log p(m,)— H(S,.M) =

“log p(S,)— H(S, | M) == p(m, | S)log p(m )~ H(M | S,)

=

(1.131)

1(8,m,) == p(S, | m)log p(S,)~log plm,)~ H (S.m,) =

S p(S, | mYlog p(S,)~ H(S | m,) = ~log p(m )~ H(m, | S)

k=1

(1.132)

1.9. Textele privite ca surse cu memorie

O primd aproximare a unui text scris ar consta in
considerarea cd toate literele ce apar in text sunt egal probabile si
acestea apar independent in cuvinte. Un astfel de model este
cunoscut 1n literatura de specialitate ca model de ordinul zero. Daca
in text sunt folosite m caractere (litere, spatiu intre cuvinte, semne
de punctuatie etc.), atunci entropia acestui model va fi

H,=logm

Prima observatie care se poate face asupra unui text scris
este aceea ca frecventa de aparitie a literelor nu este aceeasi pentru
toate literele. Astfel, in limba romand contemporana, literele folosite
in diferite texte au frecvente de aparitie intre 0,1 si 0,001.

Daca se considera ca cele m caractere folosite in textul scris

au probabilitatile p,i=1m, si toate caracterele sunt

independente unul de altul, atunci se ajunge la modelul de ordinul

intai, caz in care entropia devine
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H, :—Zpl.logpi (1.133)
i=1

Cele doua modele anterioare au presupus existenta unei
independente statistice de la un caracter la altul. Acest lucru nu
reflectd cu acuratete natura unui text scris, deoarece, de exemplu,
daca intr-o propozitie unele caractere lipsesc, suntem capabili sa ne
dam seama care sunt acestea. Aceasta implica existenta unei
dependente intre caractere. In mod natural, caracterele care sunt mai
apropiate unele de altele, sunt mai dependente intre ele decat acele
caractere care sunt mai indepartate unele de altele. Daca se
considera cazul in care un caracter curent depinde numai de
caracterul anterior, se obtine modelul de ordinul doi. Notand cu p,

probabilitatea conditionata ca litera curentd sa fie al j-lea caracter
din alfabet cu conditia ca precedentul caracter sd fie a i-a litera,
entropia acestui model se calculeaza cu relatia
m m
H, = _Z piz; pylogp, (1.134)
i= Jj=
in cazul modelului de ordinul trei, fie Py, brobabilitatea

conditionatd ca litera curentd sa fie al k-lea caracter din alfabet, cu
conditia ca precedentul caracter sd fie a j-a literd, iar cea anterioara
sa fie a i-a litera. Entropia 1n acest caz devine

H, =—Zp,z,pj,~;pkj,i log py, (1.135)
i= j= =

In mod analog, se pot defini modelele de ordin superior.

Prin definitie, folosirea unui prisos de litere (cuvinte,
simboluri etc.) pentru transmiterea unei anumite cantitati de
informatie poartda denumirea de redundanta. Se poate, deci,
conchide ca textele din orice limba prezintd o redundantd care
depinde de natura textului. Astfel, textele folosite in stiintele

48



exacte (matematica, fizicd etc.) prezinta o redundantd mai mica
in comparatie cu textele folosite In literatura beletristica.

Redundanta crescutd poate asigura protectia informatiei
la perturbatii. Intuitiv, acest lucru poate fi usor inteles, citind
texte din domenii diferite. Astfel, la acelasi grad de oboseala
(adica la acelasi nivel al perturbatiilor care atenueaza atentia) se
va intelege mai bine §i mai usor un text de literatura beletristica,
(un roman) decat un text de logica matematica.
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