CAPITOLUL 3

COMPRESIA FARA PIERDERI PRIN CODARE
HUFFMAN

La finceputul acestui capitol sunt prezentate cateva
preliminarii matematice privind compresia fara pierderi, necesare in
analiza si evaluarea procedurilor de codare din aceasti categorie. In
cazul transmisiilor la mica distantd sau la puteri de emisie mari
efectul perturbatiilor este neglijabil, situatii in care se pune numai
problema realizarii codarii surselor discrete de informatie de asa
maniera incat, pe de o parte, transmisia pe canal sa poata fi posibila,
iar pe de altd parte, sd se asigure un timp cdt mai mic pentru
transmiterea informatiei sursei respective. In acest scop, sursa

primard de informatie cu alfabetul S ={s,,s,,...,s, } este adaptatd
statistic la canalul de transmisiuni, care acceptd simbolurile din
multimea X ={x,,x,,..,x,,}, numitd alfaberul de la intrarea
canalului sau alfabetul codului folosit. Fiecarui mesaj s,, k = I,_N, 1
se ataseazd un cuvant de cod, c¢,, format dintr-o succesiune de
simboluri x, € X', de asa manierd incat timpul necesar transmiterii

informatiei sursei primare sa fie minim.
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3.1. Definirea codurilor nesingulare, unic decodabile
si instantanee

Fie S ={s,s,,....,s,} multimea mesajelor unei surse discrete
de informatie, X ={x,x,,...,x,} alfabetul codului i
C ={c,,c,,...,c, }, multimea cuvintelor de cod. Prin operatia de
codare se realizeaza bijectia dintre mesajele s, € S si cuvintele de
cod ¢, e C.

Prin definitie, un cod se numeste nesingular, daca toate
cuvintele de cod sunt distincte.

Prin definitie, un cod se numeste unic decodabil, daca fiecarei
succesiuni de simboluri receptionate i1 corespunde o singura
succesiune de mesaje ale sursei primare S.

Pentru fixarea ideilor, se considera o sursa discreta de

informatie S ={s,,s,,s,,s,} si alfabetul codului X ={0,1}. Daca
multimea cuvintelor de cod este C ={c,,c,,c;,¢,}, cu ¢1—1, ©;—01,

c;—10 si c4— 11, codul este nesingular, deoarece toate cuvintele de
cod sunt distincte. Daca, 1nsa, se receptioneaza secventa 1101,
aceasta poate fi interpretatd in trei moduri diferite, si anume fie
5,8,, fie ss5,, fie ss,5, dect codul respectiv nu este unic

decodabil.

O posibilitate de obtinere a codurilor unic decodabile ar fi
utilizarea unui simbol special in alfabetul codului, care sd marcheze
fie inceputul fiecarui cuvant de cod, fie sfarsitul acestuia. De
exemplu, dacd simbolul o marcheaza sfarsitul fiecarui cuvant de
cod, atunci la receptionarea secventei llaOla 1n conditiile
exemplului considerat, se decide cda s-a transmis succesiunea
mesajelor s,s,, codul devenind astfel unic decodabil.
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Datorita usurintei cu care se pot genera doua stari, notate
simbolic cu 0, respectiv 1, alfabetul codului este format numai din
aceste doud simboluri. De aceea, se pune problema de a se Intocmi
coduri unic decodabile folosind alfabetul binar X ={0,1}.

Considerand aceeasi sursa discretd, ce poate furniza patru
mesaje si un alfabet de cod binar, se presupun urmatoarele doud
coduri codul A4, in care s;—c;—0, s,—c,—10, s3—c;—110,
s4—C4— 1110 si codul B, in care s;—c;—0, S,—cr,—01,
s3—c3—011, s4—c4—0111. Atat codul A4, cat si codul B sunt unic
decodabile, deoarece in cazul codului 4 un zero marcheaza sfarsitul
fiecarui cuvant de cod, in timp ce in cazul codului B un zero
marcheaza inceputul fiecarui cuvant de cod. Desi ambele coduri
sunt unic decodabile, intre acestea existd o diferentd importantd in
cazul codului 4, decodarea (interpretarea) fiecarui cuvant de cod se
poate realiza odatd cu receptionarea integrald a acestuia, in timp ce
in cazul codului B decodarea fiecarui cuvant de cod trebuie sd mai
astepte un timp, pana la receptionarea primului simbol din cuvantul
urmator.

Pentru a stabili diferenta dintre cele doua coduri, este
necesar sa se introduca notiunea de prefix a unui cuvant de cod.
Prin definiie, succesiunea x,x, ---X, , este prefix al

U
cuvantului de cod ¢; > x,x; ---x, ,dacd k<m.
Prin definitie, un cod se numeste instantaneu, daca nici un
cuvant de cod nu este prefix pentru celelalte cuvinte de cod.
In cazul codului B, cuvantul de cod ¢, este prefix al
cuvintelor ¢,, c; $1 ¢4, cuvantul de cod ¢, este prefix al cuvintelor c;
s1 ¢4, 1ar cuvantul de cod c; este prefix pentru c;.

Evident, daca un cod este instantaneu, el este si unic
decodabil, reciproca nefiind totdeauna adevarata.
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Pentru a stabili daca un cod este instantaneu, 1 se ataseaza
graful arborescent. In general, daci alfabetul codului este
X :{xl,xz,...,xM}, graful arborescent se intocmeste astfel se

pleacd dintr-un nod initial, numit rddacina grafului, care se desface
in M ramuri (arce) pe care se aloca arbitrar cele M simboluri
X, X,,...,%,, din alfabetul codului. Din cele M noduri formate la

capetele celor M ramuri se desfac din nou cate M ramuri, pe care se
aloca arbitrar literele din alfabetul codului si asa mai departe.
Cuvintele de cod se formeaza citind ramurile, plecandu-se de
la rddacina grafului arborescent spre nodurile terminale. Daca toate
cuvintele de cod corespund nodurilor terminale 1in graful
arborescent, nici un cuvant de cod nu este prefix pentru altul si,
deci, codul este instantaneu.
Grafurile arborescente pentru codurile 4 si B sunt date in Fig. 3.1.

a) Cd b:'

Fig. 3.1.a) Graful arborescent al codului instantaneu A; b) Graful arborescent al
codului B
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3.2. Teorema de existenta a codurilor instantanee

Aceastd teoremad stabileste conditia necesara si suficientd de
existenta a codurilor instantanee, referitoare la lungimile cuvintelor
de cod.

Prin definitie, /ungimea unui cuvant de cod reprezintd
numarul de simboluri din alfabetul codului, din care este format
cuvantul respectiv.

Se considerd o sursd discretd de informatie, caracterizata de

multimea  mesajelor S = {sl ,sz,...,sN} , alfabetul  codului
X ={x,%,,...,x,,} , multimea cuvintelor de cod C ={c,,c,,...cy} si
multimea lungimilor cuvintelor de cod L ={l,,,,....1, } .

Un cuvant de cod ¢, este format dintr-o succesiune de I/,

simboluri din alfabetul codului, de forma

Conditia necesara si suficientd de existenta a codurilor
instantanee este datd de inegalitatea lui Kraft, de forma

N
> Mh<l (3.1)
k=1

unde M este numarul de simboluri din alfabetul codului, N este
numarul cuvintelor de cod s1 /, - lungimea cuvintelor de cod.

Pentru a demonstra suficienta teoremei de existenta, se
considera adevarata relatia (3.1) si, pe baza acesteia, se intocmeste
un cod care se va dovedi instantaneu.

Lungimile /,/,,...,/,, ale cuvintelor de cod pot fi distincte sau
nu. Fie », numarul cuvintelor de cod formate numai dintr-un singur
simbol (lungime egald cu unitatea), n, numarul cuvintelor de cod

formate din doud simboluri (lungime egald cu doi) si asa mai
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departe, fie n,, numarul cuvintelor de cod de lungimea cea mai

mare, egald cu /.

Evident
I

dYn =N (3.2)

i=1
Cu aceste notatii, rezultd ca in inegalitatea (3.1) suma va
. . — . -2 .
contine n, termeni de forma M ™', n, termeni de forma M~ si asa
mai departe, n, termeni de forma M. In consecintd, inegalitatea

(3.1) se poate scrie, echivalent, sub forma

!
> nMT <1 (3.3)
i=1

Inmultind relatia (3.3) cu M’ >0, rezulta
n<M' -nM™"—..—n_ M?*—n_ M (3.4)
Neglijand in relatia (3.4) termenul n, 21 s1 impartind apoi noua
relatie cu M > 2, rezultd inegalitatea
n <M™ —nM7—.—n_ M —n_M (3.5)
Neglijand in relatia (3.5) termenul n, , >1 si impdrtind apoi noua
relatie cu M > 2, rezultd inegalitatea
n,<M?-nM7—..—n M (3.6)
In mod analog, se poate obtine un sir de inegalitati, ultimele
trei fiind de forma

n,<M>—nM?*—n,M (3.7)
n, <M*-nM (3.8)
n <M (3.9)

Evident, daca inegalitatea (3.1) este satisfacutd, cu atat mai
mult vor fi satisfacute inegalitatile (3.4) pana la (3.9).
Pe baza acestor inegalitati se poate intocmi un cod
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instantaneu, dupa cum urmeaza:
Se alege arbitrar un numdr », de cuvinte de lungime unu, care

respectd inegalitatea (3.9). Raman astfel disponibile M —n, prefixe
formate dintr-un singur simbol, cu care se pot forma cuvinte de
lungime egala cu doi, al caror numar este egal cu
(M —n)M=M*-nM (3.10)
Alegandu-se arbitrar dintre acestea n, cuvinte ce respecta
relatia (3.8), ramane disponibil un numir de prefixe din doua
simboluri, egal cu M* —nM —n,, cu care se pot forma cuvinte de
lungime egala cu trei, in numar de
(M> =nM —n,)M = M* —n,M> —n,M (3.11)
Dintre acestea, se aleg arbitrar n, cuvinte care respecta relatia (3.7).
In mod analog se formeazi si celelalte cuvinte.

Deoarece nici un cuvant nu devine prefix pentru altul,
codul astfel Intocmit este instantaneu, demonstrandu-se astfel
suficienta teoremei de existentd a codurilor instantanee. Deoarece
codurile instantanee formeaza o subclasd a codurilor unic
decodabile, rezultd cd s-a demonstrat suficienta teoremei de
existenta si pentru codurile unic decodabile.

Pentru a demonstra necesitatea teoremei de existentd a
codurilor instantanee, se pleaca de la asertiunea: cuvintele unui cod
instantaneu pot fi aranjate totdeauna in nodurile terminale ale unui
graf arborescent. Fie / cea mai mare lungime a cuvintelor de cod.
La nivelul / arborele va avea, evident, un numar de M' noduri.
Fiecare cuvant de lungime /, </ blocheazi utilizarea a M’ noduri
pe nivelul /. De exemplu, daca /=3, M=2, (simbolurile "0" si "1") si
se alege un cuvant de lungime /, = 2, fie acesta ¢, = 01, atunci pe

nivelul / = 3 se blocheaza utilizarea a 2°2 = 2 noduri, aga cum este
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aratat in figura care urmeaza.

Noduri

blocate

Deoarece doua cuvinte distincte blocheaza noduri diferite pe
nivelul /, rezultd cd numarul de noduri blocate pe nivelul /, rezulta
ca numdrul de noduri blocate pe nivelul / este marginit superior de
numarul de noduri de pe acest nivel, adica

iM"’k <M’ (3.12)
k=1
SimplificdAnd cu M' >0, rezulti inegalitatea (3.1), care trebuia
demonstrata.

Teorema fiind de existenta, inseamnd cd, dacd lungimile
cuvintelor de cod satisfac inegalitatea (3.1), exista cel putin un
procedeu de codare prin care sa rezulte un cod instantaneu. Aceasta
nu inseamnd cd orice cod care satisface inegalitatea (3.1) este
instantaneu. Teorema stabileste ca folosindu-se lungimi ale
cuvintelor de cod ce satisfac inegalitatea (3.1), se poate intocmi cel
putin un cod instantaneu i, deci, unic decodabil. Daca pentru un
cod dat este satisfacuta inegalitatea lui Kraft, pentru a decide daca
acesta este instantaneu, 1 se ataseaza graful arborescent si, daca toate
cuvintele de cod sunt noduri terminale, se decide ca este
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instantaneu.

Daca pentru un cod dat inegalitatea (3.1) nu este satisfacuta,
atunci, cu certitudine, codul nu este instantaneu $i nici unic
decodabil si, prin nici un procedeu de codare care va folosi aceleasi
lungimi ale cuvintelor de cod, nu se poate intocmi un cod
instantaneu sau unic decodabil.

3.3. Lungimea medie a cuvintelor de cod

Pentru o sursd discretd de informatie si un alfabet de cod
impus, se poate intocmi o multime de coduri instantanee sau unic
decodabile. In scopul comparirii acestora si a alegerii celui sau
celor mai bune (eficiente), se considera drept criteriu de comparatie
timpul necesar transmiterii informatiei sursei codate, de marimea
acestui timp fiind legate o serie de cheltuieli. Un cod instantaneu va
fi cu atat mai eficient, cu cat timpul necesar transmiterii informatiei
sursei discrete va fi mai mic. Este posibil sa se Intocmeascd o
multitudine de coduri instantanee de eficientd maxima.

Pentru a compara diverse coduri instantanee, se va defini
lungimea medie a cuvintelor de cod, care, asa cum se va demonstra,
este proportionald cu timpul mediu de transmitere a cuvintelor de
cod. In felul acesta, se va demonstra ci cel mai eficient cod
instantaneu care se obtine, este cel pentru care lungimea medie a
cuvintelor de cod este minima.

Fie, pentru aceasta, o sursd discretd, completd si farad
memorie, caracterizatd de distributia:

q. S, s, e Sy G3.13)
' p(sl) ”‘p(Sk) p(SN) '

Fie, de asemenea, multimea simbolurilor din alfabetul
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codului
X ={x,x,,....x,,} si multimea cuvintelor de cod C ={c,,c,,...,c; } .
Datoritd corespondentei bijective dintre s, €S s1 ¢, €C,

rezulta
p(si)=rla), (3.14)
unde p(c, ) reprezinta probabilitatea cuvantului ¢, .
Informatia atasata mesajului s, , notatd cu i(s, ), va fi atunci

egald cu informatia atasata cuvéntului c,, notatd cu i(c, ), si se va

calcula cu
relatia clasica

i(sk):i(ck)z—logp(sk), (3.15)
Daca se noteaza cu H (X ) entropia codului utilizat, atunci,

aceasta masoara informatia medie pe un simbol din alfabetul
codului.

Fie H(S) entropia sursei ce urmeazd a fi codatd, adica
informatia medie pe un mesaj.

Daca [,l,,...,[,, sunt lungimile cuvintelor de cod, lungimea

medie a acestora se calculeaza cu relatia
N

1= p(s,)l, (3.16)

k=1
Pe de altd parte este evident ca numarul mediu de simboluri
ale unui cuvant de cod, adica Z, este dat de raportul dintre
informatia medie pe cuvant, H(S), si informatia medie pe un simbol
constituent, adica

[=—— (3.17)

Daca se tine cont de (1.12) si (3.16), relatia (3.17) se poate
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scrie echivalent sub forma

L Xp(seep(s)
;P(Sk)lk " (3.18)
gp(sk)[lkH(X)Hogp(sk)]=0 (3.19)

O conditie suficienta, dar nu intotdeauna necesara, pentru
satisfacerea relatiei (1.19) este ca

_ logp(s,)

=T (D) (3.20)

Daci se noteazi cu r durata medie de transmitere a unui
simbol din alfabetul codului X, rezultd cd durata de transmitere 7, a

cuvantului de cod c¢,, de lungime /, , se poate determina cu relatia
T, =711, (3.21)
Duratele 7,, k= I,_N , de transmitere a cuvintelor de cod,
determina o noua variabild aleatoare discretd, ce poate lua valori cu
probabilitatile p(s,)= p(c,) si, deci, durata medie de transmitere a

unui cuvant de cod este

_n _ N
T=ZTkp(sk)=r-Zp(Sk)lk (3.22)

k=1 k=1

Comparand relatiile (3.16) si (3.22), rezulta
T=t-1 (3.23)

adica durata medie de transmitere a cuvintelor va fi cu atat mai
micd, cu cat lungimea medie a acestora va fi mai mica.

Marirea eficientei transmisiunii se poate, deci, obtine
selectand acel cod instantaneu care asigurd o lungime medie minima

91



a cuvintelor de cod.
Eficienta transmisiunii poate fi definitd, dacd existd o

margine inferioara a lungimii medii, /, a cuvintelor de cod.

Din relatia (3.17) rezultd ca micsorarea lui [ se poate realiza
fie prin micsorarea entropiei sursei ce urmeaza a fi codata, fie prin
marirea entropiei codului, adicd madrirea informatiei medii pe un
simbol din alfabetul codului.

Deoarece entropia sursei H (S ) nu poate fi modificatd fara

alterarea sursei initiale, rezultd ca singura posibilitate pentru
micgorarea lungimii medii a cuvintelor de cod rdméane marirea
entropiei codului printr-o codare adecvata.

Notand cu Zumin, lungimea medie minima posibila a cuvintelor
de cod, se poate scrie relatia
;o H(S)
™ max [H(X)]

(3.24)

Deoarece in urma codarii sursei S, utilizarea simbolurilor din
alfabetul codului X depinde, in general, de unul sau mai multe
simboluri folosite anterior, rezulta ca, in general, sursa secundara X
este o sursa cu memorie. La limita, cand sursa secundara X devine
fara memorie i simbolurile acesteia sunt folosite echiprobabil,
adica

1
p(x)=p(x)=.=p(x,)=—, (3.25)
M
rezultd marginea superioara a entropiei sursei secundare X egald cu
log M si, deci, marginea inferioara a lungimii medii a cuvintelor de
cod este M
log M
In general, se poate scrie sirul de inegalititi
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(3.26)

In cazul particular, frecvent folosit in aplicatii, al codurilor binare,
M=2, caz in care relatia (3.26) devine

[>lmin > H(S) (3.27)
Cu alte cuvinte, in cazul codurilor binare instantanee nu se

pot obtine lungimi medii ale cuvintelor de cod mai mici decét
entropia sursei ce urmeaza a fi codata.

3.4. Eficienta si redundanta unui cod
Prin definitie, se numeste eficienta unui cod si va fi notatd cu

n, raportul dintre marginea inferioara a lungimii medii a cuvintelor

de cod si lungimea medie a acestora, adica

H(S)
_logM _ H(S) (3.28)
/ Ilog M '

Inlocuind (3.20) in relatia (3.28), rezulti o relatie echivalenti
de calcul pentru eficienta unui cod instantaneu, si anume

_H(X)
- log M

Prin definitie, se numeste redundanta unui cod si va fi notata

(3.29)

cu p, marimea complementara eficientei, adica
p=1-n (3.30)
Din relatia (3.29) rezulta ca valoarea maxima a eficientei este 7 =1.

Prin definitie, un cod se numeste absolut optimal, daca
eficienta acestuia este maxima.

93



In cazul codului absolut optimal, din relatia (3.28) rezulta

H(S)=1logM (3.31)
Inlocuind in aceasti relatic H (S ) s [ cu relatiile lor de calcul,
rezulta
N
ZP(Sk)[lk log M + logp(sk)] =0 (3.32)
k=1

O conditie suficientd pentru satisfacerea acestei relatii este

I, logM +log p(s,)=0 (3.33)
Din (3.33) rezulta
p(sy)=M7" (3.34)
Sumand dupa k de 1a 1 1a N 1n relatia (3.34), se obtine

N

ZM—’k =Zp(sk) =1, (3.35)

adicd in cazul codurilor absolut optimale inegalitatea lui Kraft
devine egalitate. In acest caz mesajele trebuie furnizate cu
probabilitatile date de relatia (3.34).

3.5. Teorema codarii surselor discrete, complete si
fara memorie pe canale neperturbate

S-a demonstrat in paragraful precedent ca, daca fiecare
mesaj al unei surse discrete, complete si fard memorie este furnizat
cu probabilitatea data de relatia (3.34), se poate obtine un cod
absolut optimal. Logaritmand 1n baza doi aceasta relatie, rezulta

o log p(s,)
==t (3.36)

Conform definitiei lungimii cuvintelor de cod, rezulta ca
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log p(s,)
log M

numai in cazul codurilor absolut optimale raportul — este

un numadr intreg pozitiv, ce poate fi considerat egal cu lungimea
cuvantului de cod ¢, .

In general, sursa discretdi de informatie isi furnizeaza
mesajele cu diverse probabilitati care nu respecta relatia (3.34) si,
log p(s;)

logM

deci, raportul — nu mai este un numadr intreg. In acest

caz, lungimile cuvintelor de cod,/, , k:I,_N, se aleg numerele

intregi pozitive care respectd dubla inegalitate

—Mslk <—M+l (3.37)
logM logM
Alegand astfel lungimile cuvintelor de cod, se poate
demonstra ca inegalitatea 1ui Kraft este satisfacuta, deci, cu astfel de
lungimi se poate intocmi totdeauna un cod instantaneu.

Intr-adevir, din prima inegalitate a relatiei (3.27) rezulta
M™ < p(s;) (3.38)

Suméand dupa %, de la k=1 la k=N si tinand cont ca sursa
discretd de informatie este completa, rezulta

iM"k si p(s;)=1 (3.39)
k=1 k=1

Multiplicand relatia (3.37) cu p(s, ) >0 si apoi suméand dupa
k, de la k=1 la k=N, rezulta
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N

=2 p(s)logp(s,)
k=l Skz:‘p(sk)lk<

log M

(3.40)

N

—;P(Sk)logp(sk) N

log M +;p(sk)

Tinand cont de (3.18), (3.19) si de faptul ca totdeauna sursele

discrete de informatie sunt complete, relatia (3.40) devine
H(S) - H(S

(5)_;_H(s)

log M log M

Relatia (3.41) este adevdratd pentru orice sursd S discreta,

+1 (3.41)

completa si fara memorie, deci va fi adevaratd si pentru extensia sa
de ordinul m.

Notand cu H (S’”) entropia extensiei de ordinul m si cu [,
lungimea medie a cuvintelor de cod corespunzdtoare mesajelor
compuse o, ale extensiei de ordinul m, relatia (3.41) se poate scrie
sub forma

H(S") — H(S"
log M log M
Asa cum s-a demonstrat in Capitolul 1,
H(S")=mH(S) (3.43)
Tinand cont de (3.43), relatia (3.42) devine
H(S) 1 H(S
(5) T _H(S) 1
logM m logM

+1 (3.42)

— (3.44)
m
Pe de alta parte

(3.45)

3 5
iy
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deoarece un mesaj compus este format dintr-o succesiune de m
mesaje ale sursei initiale S.

Din (3.44) si (3.45) rezultda ca, la limita, cand m — «,
lungimea medie a cuvintelor de cod atinge marginea inferioard a
lungimii medii a cuvintelor de cod, adica

j_11S) (3.46)
log M
obtindndu-se astfel un cod absolut optimal.

Conform acestei teoreme, rezulta ca, efectuandu-se codari
pe extensii ale unei surse discrete de informatie, se pot obtine
lungimi medii ale cuvintelor de cod cu atit mai mici, cu cat ordinul
extensiel este mai mare. La limita, cand ordinul extensiei tinde la
infinit, se obtine lungimea medie cea mai mica posibila a cuvintelor
de cod, egala cu marginea inferioara a acestora.

In practicd nu se poate coda extensia de ordinul m a sursei
primare, cand m tinde la infinit. Ordinul extensiei va avea totdeauna
o valoare finita si, cu cat ordinul extensiei este mai mare, cu atat
complexitatea instalatiei de codare creste. Mai mult, de la o0 anumita
valoare a ordinului extensiei, cresterea ordinului in continuare va
duce la scaderi nesemnificative ale lungimii medii a cuvintelor de
cod, astfel ca nu se mai justificd pretul de cost ridicat, dictat de
cresterea complexitatii instalatiei de codare. Din aceastd cauza, in
practica, in multe situatii reale, se realizeaza codari pe mesaje
individuale, utilizandu-se procedee de codare care conduc la coduri
instantanee de eficientd cit mai ridicata, adica acelea care conduc
spre lungimi medii ale cuvintelor de cod cele mai mici posibile.
Dintre procedeele de codare posibile s-au impus, procedeul de
codare Huffman, procedeul de codare binara Shannon — Fano si
codarea aritmetica.
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3.6. Procedeu de codare binara Huffman statica

Acest procedeu se bazeaza pe ideea de a partitiona
multimea mesajelor sursei S ={s,,s,,...,s,} in submultimile S, si
S,, astfel incat suma probabilitdtilor mesajelor incluse in S, sa fie
cat mai apropiatd de suma probabilitatilor mesajelor incluse in ;.
La randul lor, submultimile S, si S, pot fi partitionate in
submultimile S, si S,, respectiv S, si S, astfel incat suma

probabilitatilor mesajelor incluse in cele patru submultimi sa fie cat
mai apropiate posibil. Procedeul se continua in mod similar pana
cand se obtin submultimi ce contin un singur mesaj.

In felul acesta, pentru orice distributie a sursei S ce urmeazi
a fi codata se va obtine un cod compact, adica lungimi medii ale
cuvintelor de cod ce nu mai pot fi micsorate prin nici un alt
procedeu de codare.
Pentru ca partitiile sd satisfaca conditiile mentionate, se procedeaza
astfel:

1) Se ordoneaza multimea mesajelor sursei S in
ordinea descrescitoare a probabilitdtilor, obtindndu-se astfel

multimea ordonatd R, ={s,,s,,...5y}, cu p(s)=p(s,)=>...
> p(sN), cu schimbarea eventuald a indicilor mesajelor pentru

realizarea ordonarii respective;
2) Se reunesc ultimele doud mesaje (de probabilitatile cele
mai mici) intr-un nou mesaj, notat cu 7, cdruia 1 se alocd o

probabilitate egala cu suma probabilitatilor mesajelor componente.
Se ordoneazd din nou mesajele in ordinea descrescatoare a
probabilitatilor, formandu-se astfel prima sursa restransa

R, :{Sl,sz,...,rl,...}, cup(sl) > p(sz) > 2 p(rl)z....
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3) Se reunesc ultimele doud mesaje din sursa restrdnsa R,
intr-un nou mesaj r,, de probabilitate egald cu suma probabilitatilor

mesajelor componente. Se ordoneazd mesajele in ordine
descrescatoare, formandu-se astfel sursa restrdnsd R,. In mod

analog, din R, se formeaza sursa restrdnsa R, si asa mai departe,
pand cand se obtine o sursd restransa formata numai din doud
mesaje, R, ={r,,r,_,}, cu p(r,)=p(r,_). De fapt, r, va fi S, si
r,, vafi S| sau invers.

Din modul de formare a surselor restranse R, rezultd ca

multimea S a mesajelor poate fi partitionatd in doud submultimi 7,
si r,_, astfel incat probabilitatile p(r,) si p(r_) sunt cele mai
apropiate posibil. La randul lor, submultimile » s1 7 _,, pot fi
partitionate in alte doud submultimi, de probabilitatile cele mai
apropiate posibil. Partitiondrile se continud pand se obtin
submultimi care contin un singur mesaj.

4) Cuvintele de cod corespunzatoare fiecarui mesaj se obtin
astfel:

- submultimii 7, 1 se aloca simbolul "0" (sau "1");

- submultimii 7, ,, 1 se alocd simbolul "1" (sau "0");

- la fiecare partitionare se aloca arbitrar celor doua submultimi
"0" sau "1", operatia continuandu-se pand se obtin submultimi ce
contin un singur mesaj s,, k = LN.

Deoarece alocarea lui "O" si "1" este arbitrard la fiecare

partitionare, rezulta cd unei surse S i se pot ataga o multitudine de
coduri instantanee, toate, nsa, avand aceeasi lungime medie a

cuvintelor de cod, care nu mai poate fi micsoratd prin nici un alt
procedeu de codare a mesajelor luate individual.
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Dacd sursa primara S poate furniza N mesaje, atunci
submultimea restrdnsa R, va avea N-1 mesaje, submultimea
restransa R, va contine N-2 mesaje §i asa mai departe, ultima
submultime restransd R, va contine N —n mesaje, care sunt 7, i
r,,, adica se poate scrie:

N-n=2=>n=N-2 (3.47)

Daca submultimii 7, 1 se alocd simbolul "0" s1 submultimii

r,, simbolul "1", celor N-2 partitionari putandu-li-se aloca arbitrar

eqe, 0,

ege, v,

ca prin acest procedeu de codare se pot realiza 2" + 2% =2V
coduri instantanee, toate avand toate aceeasi lungime medie a
cuvintelor de cod.

Prin definitie, se numeste cod compact, codul care realizeaza
lungimea medie minimd a cuvintelor de cod. Deoarece prin
procedeul de codare Huffman se obtine cea mai mica lungime
medie a cuvintelor de cod, inseamna cd prin acest procedeu se obtin
coduri instantanee compacte. Evident, un cod absolut optimal este si
compact, reciproca nefiind totdeauna valabila.

Exemplul 3.1.
Se presupune sursa discretd de informatie caracterizata de
distributia:
S8, Sy S, S5 S

S
0,1 0,2 0,3 0,15 0,05 0,2

Codarea binara Huffman a acestei surse se poate realiza astfel:
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0,6 (0]

—® 04 04 111
503 T~ 03 ——————— 0z ——71———~ 03| roo)
—W 03 ——T———- 03| (01)
82 02 —m—————— 02 ———7-—— 02 (1':')_
(1n
8 02————————- 02 ———-1--—— 02
8 Ql5———————— 0l5|ro10
015 (011}
81 0l (011m

85 005(ro111y

Fig. 3.2. Schema de codare pentru exemplul 3.1

Graful si cuvintele de cod corespunzatoare codarii efectuate sunt
date in Fig. 3.3.

5 —»c; — 0110
g, —re, —>10
g~y —» 00
5, —ec, — 010
g, —e, —> 0111
55— —>11

Fig. 3.3. Graful corespunzator codului
3.6.1. Coduri Huffman de dispersie minima

Codurile Huffman de dispersie minimd se obtin cand la
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reordonarea sursei restranse, simbolul compus se plaseaza pe pozitia
cea mai de sus posibil in sursa restransa. In felul acesta cuvantul de
cod atribuit simbolului compus va avea cea mai micd lungime
posibild. Cum acest cuvant va deveni prefix pentru simbolurile
constituente, cuvintele de cod corespunzatoare acestora vor avea o
lungime cu o unitate mai mare decat lungimea prefixului, deci si
acestea vor rezulta de lungime minima. Ca urmare, diferentele
dintre lungimile cuvintelor de cod devin minime, ceea ce va
conduce, evident, si la o dispersie minima.

Pentru fixarea ideilor, se presupune sursa discretd de
informatie caracterizata de distributia:

gl %2 S S5
0,2 04 0,2 0,1 0,1

Pentru aceasta sursa se efectueaza codarea Huffman, plasand

intal mesajele sursei restranse pe pozitiile cele mai jos posibile in
listd s1 apoi pe pozitiile cele mai de sus posibile.

In primul caz rezultd schema de codare din Fig. 3.4, iar
graful si cuvintele de cod ca in Fig. 3.5.

0,6 (0)

.04 (1

(00}
5. .02 .. 2§ o

SN I S 04 ... .. 04 ..

(0010)
(0011)

Fig. 3.4. Schema de codare
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cy1— 01
ap— |
ox— 000
cq—> 0010
ocg—> 0011

Fig. 3.5. Graful si cuvintele de cod

Pentru acest cod, lungimea medie si1 dispersia sunt:
1=0,2-2+0,4-1+0,2-3+0,1-3+0,1-4 = 2,2 biti/mesaj

5 2
ol =2 (L-1) =0,22+1,2°+0,8 +1,8° +1,8 =8,6

i=1
Pentru cazul in care in codarea Huffman mesajele sursei
restranse se plaseaza pe pozitiile cele mai de sus in lista, se obtine
schema de codare din Fig. 3.6 si graful si cuvintele de cod ca in Fig.
3.7.

0,6 (O
04 04 (1)
S03 | 03
S3. 04 03 .. |..... .. 0,3
3020 0,27 010
502, | 0,2}(11)

54...0,1 (000}
35..0,1 (001}
Fig. 3.6. Schema de codare
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c1— 10
ocg—+ 01
cz— 11
cg— 000
os— 001

Fig. 3.7. Graful si cuvintele de cod

Pentru acest cod, lungimea medie este, evident, aceeasi, in

timp ce dispersia devine
5 _ 2
o)’ :Z(li -1 ) =0,22+0,2°+0,2>+0,8 + 0,82 = 1,4

i=1

Desi din punct de vedere informational, cele doua coduri sunt
identice, in practica se prefera folosirea celor de dispersie minima,
din motive de transmisie.

De exemplu, daca se doreste sa se transmitda mesaje ale sursei
cu o vitezd de 10.000 mesaje/sec., este necesar un canal cu
capacitatea de 22.000 biti/sec. Deoarece viteza de generare a bitilor
oscileaza n jurul valorii de 22.000 biti/sec., functie de succesiunea
de mesaje furnizate la un moment dat, iesirea sursei este incarcata
intr-un buffer. Daca, de exemplu, sursa genereaza la un moment dat
siruri de mesaje s4 i ss mai multe secunde, pentru primul cod se
genereaza 40.000 biti/sec. si in fiecare secunda ar trebui un buffer
de capacitate de 18.000 biti. Cu al doilea cod se genereaza 30.000
biti /sec. si bufferul ar trebui sd aiba capacitatea de 8.000 biti. Daca
se transmit siruri de mesaje s,, cu primul cod se genereaza 10.000
biti/sec. si canalul nu e folosit la capacitatea sa, ramanand un deficit
de 12.000 biti/sec., pe cand cu al doilea cod se genereaza 20.000
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biti/sec., deficitul existent in exploatarea canalului fiind numai de
2.000 biti/sec. Asadar, din motive de transmisie este mai rezonabil a
se alege al doilea cod decat primul.

3.6.2. Procedeul de codare binara Shannon — Fano
Acest procedeu se aplica de obicei 1n cazurile particulare in

care probabilitatile de furnizare ale mesajelor sunt puteri Intregi
pozitive ale lui (1/2), adica, de forma:

Iy
p(sp)= ej =27, (V)k=LN (3.48)

unde /, este un numar intreg pozitiv.
Daca relatia  (3.48) este satisfacuta, multimea

S={s,,5,,...5y,} a mesajelor sursei discrete de informatiec ce
urmeaza a fi codatd poate fi partitionata in doud submultimi S, si
S,, astfel incat suma probabilitatilor mesajelor incluse in S, notata
cu p(SO) , sd fie egald cu suma probabilitatilor mesajelor incluse in
S,, notatd cu p(Sl). Sursa S fiind totdeauna completd, se poate
scrie:

p(Sy)=pr(S)

p(SO)+p(S1):1

Submultimile S, si S, se pot partitiona la randul lor in S, si

fors)pis)-toat aw

S,» respectiv in S, st §),, astfel Incat suma probabilitatilor
mesajelor incluse in cele patru submultimi sa fie aceeasi, adicd se

poate scrie relatia:

1

p(SOO)=p(SOI)=p(S10)=p(SH):(Ejz =27 (3.50)
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Se procedeaza in mod analog pand se obtin submultimi care
contin un singur mesaj. Se observa ca fiecare submultime are suma
probabilitatilor mesajelor incluse egald cu o putere intreaga a lui
(1/2). Puterea intreagd este egald cu numarul indicilor submultimii
respective Dacd submultimea contine un singur mesaj, s, $i are un
numar de indici egal cu /, , atunci se poate scrie:

A
Yy -
p(sk){gj =2 (3.51)
de unde rezultd necesitatea ca sursa S ce urmeaza a fi codata sa-si
furnizeze mesajele cu probabilitati egale cu 1/2 la o putere intreaga,
pozitiva.
Sursa fiind completd, se poate scrie:

Zp(sk):l (3.52)

Inlocuind (3.51) in (3.52), rezult:

N

D2 =1, (3.53)

k=1
ceea ce inseamnd ca inegalitatea lui Kraft (3.1) devine in acest caz
egalitate.
Cuvintele de cod se vor obtine, atunci, astfel:
1. Se atribuie simbolul "0" submultimii S, si simbolul

"I" submultimii S, (sau invers), astfel cd toate cuvintele
corespunzatoare mesajelor incluse in S, vor incepe cu "O"
s1 toate cuvintele corespunzitoare mesajelor incluse in S, vor

incepe cu "1" (sau invers);
2. Se aloca submultimilor S, si §,, ca al doilea mesaj "0",

iar submultimilor S, si S,, ca al doilea mesaj "1" (sau invers). In

felul acesta, cuvintele de cod corespunzatoare mesajelor incluse in
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S, vor incepe cu 00, cuvintele de cod corespunzatoare mesajelor
incluse in S, vor incepe cu 10 si asa mai departe, cuvintele de cod
corespunzdtoare mesajelor induse in S|, vor incepe cu 11.

3. Operatia se continua in acelasi mod, pand cand in fiecare
submultime ramane un singur mesaj, caruia i1 va corespunde
cuvantul de cod format din sirul de indici ai submultimii respective.

Deoarece la fiecare partitionare in doud submultimi atribuirea
mesajelor "0" s1 "1" este arbitrara, rezultd ca prin acest procedeu se
pot obtine o multitudine de coduri instantanee, dar toate absolut
optimale.

In principiu, procedeul de codare descris s-ar putea aplica in
general, adicd si atunci cind relatia (3.53) nu este satisfacuta. in
acest caz, partitiondrile in submultimi trebuie efectuate astfel incat
suma probabilitatilor mesajelor incluse in submultimile respective
sa fie cat mai apropiate. Atribuind simbolurile "0" si "1" ca in
procedeul descris, se obtin totdeauna coduri instantanee.

Cu cat sumele probabilitatilor mesajelor componente ale
submultimilor respective vor fi mai apropiate, cu atdt lungimea
medie a cuvintelor de cod va fi mai mica.

Exemplul 3.2.
Se considera sursa discreta de informatie caracterizata de
distributia:
S, S, 83 S4 S5 Sg S, Sg
2292 93 93 g4 Hd 54 o
Procedeul de codare binard Shannon - Fano este sintetizat 1n
tabelul de mai jos.
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Iesaje | Probabilititi | Partitii Cuvint de cod

51 22 0 0 00

sa 22 1 01

s3 23 1 0 0 100

sS4 23 1 101

ss 24 1 0 0 1100

Sg y o 1 1101

s1 24 1 0 1110

sg Ia 1 1111

Graful arborescent atasat codului astfel obtinut este reprezentat in
Fig. 3.8.

Fig. 3.8. Graful arborescent atasat codului din tabel
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3.6.3. Lungimea medie a cuvintelor de cod in cazul
codului binar Huffman

Se stie ca pentru un cod optimal
H(S)<I<H(S)+1 (3.54)
Limita superioara din relatia (3.54) nu este foarte precisi. In [25] se
aratd ca daca p,. este cea mai mare probabilitate cu care este
furnizat un mesaj, atunci pentru p,,,,<0,5, limita superioara pentru

codul Huffman este H (S ) + Poax » 10 tIMp c€ pentru p,q,> 0,5, limita
superioard este H (S)+ p,... +0,086.

In aplicatiile in care numarul de mesaje ale sursei este mare,
Pmax €ste relativ mic si redundanta codului, care este diferenta dintre
lungimea medie §i entropie, exprimatd in procente din entropie, este
relativ micd. In cazul in care alfabetul sursei este mic si
probabilitatile de aparitie ale diferitelor mesaje sunt neechilibrate,
valoarea probabilitatii p,,,,. poate fi relativ mare si codul Huffman
poate deveni ineficient, adicd redundanta sa sa reprezinte un procent
semnificativ din entropie.

Exemplul 3.3.
Fie o sursd care furnizeaza mesajele S ={s,s,,s,}, cu

probabilitatile  p(s,) =0,8; p(s,) =0,02; p(s;) =0,18.  Entropia
sursei este de 0,816 biti/mesaj.
Codul Huffman pentru aceasta sursa este dat in Fig. 3.9.
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s 0,8, ... ...

53 0,18] | (10)

s 0,02
Fig. 3.9. Schema de codare pentru codul din Exemplul 3.3.
Lungimea medie pentru acest cod este 1,2 biti/simbol.

Redundanta este 0,384 biti/simbol, aproximativ 47% din H(S).
Aceasta Tnseamnd cd pentru a coda aceastd sursa sunt necesari cu

(11)

0,8 (0)
0,2 (1)

47% mai multi biti decat minimul necesar. Uneori, pentru
micsorarea redundantei se realizeaza codarea Huffman pe extensia
sursei initiale. Astfel, daca se considera extensia de ordinul 2 a
sursei precedente, se obtin 3°=9 mesaje. Daci se efectueaza codarea
Huffman a sursei extinse, se obtin cuvintele de cod din Tabelul 3.1.

Tabelul 3.1.
Mesaj compus | Probabilitate | Cuvant de cod
S1Sq 0,64 0
S182 0,016 10101
S183 0,144 11
$2S1 0,016 101000
$2S2 0,0004 101000
$283 0,0036 1010011
$3S1 0,1440 100
$382 0,0036 10100100
$383 0,0324 1011

Pentru acest cod, lungimea medie este Ze=1,7516 biti/mesaj.

110




Cum un mesaj al sursei extinse este format din doud mesaje ale
alfabetului original, rezultd ca lungimea medie, /, exprimatd in

functie de alfabetul original este /=0,8758, redundanta este de
aproximativ 0,06 biti/simbol, adica aproximativ 7% din entropie.

Daca probabilitatile mesajelor sunt mult neechilibrate, atunci
ar putea fi necesard codarea pe extensii de ordin superior, in scopul
scaderii la wvalori acceptabile ale redundantei. Prin cresterea
ordinului extensiei, marimea alfabetului sursei extinse creste
exponential cu ordinul extensiei si codarea Huffman poate deveni
ineficienta din punct de vedere al pretului de cost, caz in care se
foloseste codarea aritmetica, care va fi discutata ulterior.

3.6.4. Procedeul de codare Huffman generalizat

In acest caz, alfabetul codului contine mai mult de doui
simboluri. Procedeul de codare este asemdndtor celui din cazul
binar, parcurgandu-se urmatoarele etape:

1) Se ordoneaza mesajele sursei ce urmeaza a fi codatd in
ordinea descrescatoare a probabilitatilor;

2) Daca alfabetul codului contine M >3  simboluri, se
reunesc ultimele M mesaje (de probabilittile cele mai mici) Intr-un
singur mesaj, caruia 1 se alocd probabilitatea egala cu suma
probabilitatilor mesajelor componente. Se ordoneazd din nou
mesajele in ordinea descrescadtoare a probabilitatilor, formandu-se
astfel prima sursd restransd R,. Procedandu-se in mod analog, se
formeaza sursa restransa R, din R, R, din R, §i asa mai departe,
pana cand se obtine o sursa restransa care contine M mesaje. Pentru
ca ultima sursa restransa sa contind M mesaje carora sa li se aloce
arbitrar cele M mesaje din alfabetul codului, inainte de a realiza
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restrangerile respective, se face urmatorul rationament:

- la formarea primei surse restranse, reunindu-se M mesaje
intr-un singur mesaj, va rezulta un numar de mesaje egal cu

N-M+1=N-(M-1);

- a doua sursa restransa va contine, prin reunirea ultimelor M
mesaje, un numar de mesaje egal cu N —2M +2=N-2(M -1);

- rationandu-se in mod analog, dupd n restrangeri, ultima
sursa restransd va contine un numar de mesaje egal cu

N —n(M —1), care trebuie sd fie egal cu numdrul M al mesajelor

din alfabetul codului, adica
M=N—n(M—l):>n=M (3.55)
(M -1)
Deoarece n (numarul de restrangeri) trebuie sd fie un numar
intreg pozitiv, se va considera:

N-M
n, _{ M_J (3.56)

unde |_m_| simbolizeaza cel mai mic numar intreg, mai mare sau

egal decat m. Astfel, sursa va trebui sa aiba un numar de mesaje N,
calculat cu relatia
N, =M +n (M -1) (3.57)
- Daca sursa S ce urmeazad a fi codata are un numar N de
mesaje care nu verifica relatia (3.57), se va adduga la sursa
respectivd un numdr de mesaje, pand cand aceastd relatie este
satisfacuta. Mesajelor adaugate li se vor aloca probabilitati nule,
astfel ca sursa initiald nu va fi alteratd, deoarece mesajele de
probabilitati nule nu vor fi furnizate niciodata.
3) La fiecare partitie in M submultimi se aloca arbitrar cele M
mesaje din alfabetul codului. Deoarece alocarea celor M mesaje din
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alfabetul codului se face arbitrar, rezultd ca prin acest procedeu va
rezulta o multitudine de coduri instantanee, toate cu aceeasi lungime
medie a cuvintelor de cod, care nu mai poate fi micsorata prin nici
un alt procedeu de codare, adica toate codurile astfel obtinute vor fi
instantanee si compacte.

Exemplul 3.4.
Se presupune sursa discretd de informatie caracterizata de
distributia

dSt S S5 Sy S5 S
' 0,10,2 0,3 0,15 0,050,2
Daca alfabetul codului este X = {xl,xz,x3} , sa se realizeze o

codare Huffman generalizata.
Inainte de a realiza codarea, se verifica daca este satisfacutd
relatia (3.57) care, pentru cazul particular considerat, devine:
6-3 : .
N, =2n+3,unde n = {?] =2, dect N, =7. Va trebui adaugat

un nou mesaj, fie acesta s,, de probabilitate nula, adica p(s,)=0.

Pentru realizarea codarii, se procedeaza dupa cum se arata in Fig.
3.10.

0,5 (x))
Sy 030,30 0.3 (X))
020,20 0,2 (%)

80,2 0,2
S R 1 e ————— 0,15 X1 %)
5] (x4 %)
5,01
s, 0.05
s, 0,00/ (X, X,%;)

Fig. 3.10. Schema de codare pentru Exemplul 3.4.
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Cuvintele de cod corespunzatoare mesajelor sursei sunt
S1 d C1 e x1x3x1
S, - c, —> X,
S, —> C, —> X,
Sy - C, —> XX,
S5 d C5 - X1X3X2

Se —> C - XX

Graful corespunzator codului este dat in Fig. 3.11.

Fig. 3.11. Graful atasat codului

3.7. Codarea binara Huffman dinamica (adaptiva)

Procedeul de codare binara Huffman descris in paragraful 3.6
necesitd cunoasterea probabilitatilor cu care sursa isi furnizeaza
mesajele. In literatura de specialitate aceasta situatie este cunoscuti
si sub denumirea de codare Huffman staticd. In cazul in care
probabilitatile de furnizare a mesajelor nu sunt cunoscute, se
foloseste codarea Huffman dinamica sau adaptiva.

In descrierea codarii Huffman dinamice sau adaptive se vor
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folosi urmatoarele notatii $i notiuni:

- Nodurile terminale sau externe din graful arborescent se vor
numi frunze, corespunzand mesajelor sursei;

- Cuvantul de cod pentru un mesaj se obtine parcurgand
arborele de la radacind la frunza corespunzatoare simbolului. Prin
conventie, zero se va aloca unei ramuri din stdnga si unu, unei
ramuri din dreapta;

- Nodurile de la extremitdtile ramurilor care pleacd dintr-un
nod reprezinta fiii sau copiii nodului respectiv, numit nod parinte;

- Ponderea unui nod extern este numarul de aparitii a
simbolului corespunzator frunzei respective pana la acel moment;

- Ponderea unui nod intern este suma ponderilor fiilor
nodului respectiv;

- Daca sursa ce urmeaza a fi codatd furnizeaza n mesaje, in
graf existd 2n+1 noduri interne §i externe, numerotate in continuare
Visewos Vans - Dacd x; este ponderea nodului cu numarul y;, trebuie sa

existe relatia x, <x, <...<x,, .,;
- Nodurile y,,, si y,, sunt fii ai aceluiasi nod parinte, iar
numdrul de ordine al parintelui este mai mare decat y,. , si y, ..

Ultimele doua caracteristici se numesc de fraternitate si orice
arbore care are aceastd proprietate este un arbore Huffman.

In codarea Huffman dinamica, nici emitatorul, nici receptorul
nu cunosc statistica sursei la Inceperea transmisiei, astfel incat
arborii de la transmisie si receptie constau dintr-un singur nod
corespunzator mesajelor incd netransmise, de pondere zero. Pe
parcursul transmisiei, nodurile corespunzatoare mesajelor transmise
sunt adaugate arborelui, care este reconfigurat pe baza unui
procedeu de actualizare. Inaintea inceperii transmiterii se stabileste
un cod pentru fiecare mesaj, dupa cum urmeaza:
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Daca sursa furnizeazd mesajele s,,s,,...,s,, se determina
parametrii e si r, astfel incadt N =2°+r,0<r <2°. Mesajul s, este

codat prin reprezentarea pe e+1 bitia lui k—1,daca 1<k <2r,1in
caz contrar, s, este reprezentarea pe e biti a lui k—r—1. De

exemplu, pentru N=26—->r=10 si e=4—s =00000,
s, =00001,..., s,, =1011.

3.7.1. Actualizarea arborelui

Algoritmul de actualizare necesitd ca nodurile sa fie
numerotate intr-o ordine stabilitd. Cel mai mare numar de nod este
al radacinii. Cel mai mic se asigneaza nodului incd netransmis, care
este nod gol, (NG).

Multimea nodurilor cu aceeasi pondere formeaza un bloc.
Rolul algoritmului de actualizare este de a pastra proprietatea de
fraternitate in timpul modificarii arborelui, pentru a reflecta ultima
estimare a frecventei de furnizare a mesajului.

Pentru ca procedura de actualizare de la emitator si receptor
sa opereze cu aceeasi informatie, arborele de la emitdtor este
actualizat dupa codarea fiecarui mesaj, iar la receptie arborele este
actualizat dupd decodarea fiecarui mesa;.

Organigrama algoritmului de actualizare este prezentatd in
Fig. 3.12.
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Fig. 3.12. Procedura de actualizare pentru algoritmul de codare dinamica
Huffman

Procedura de actualizare este urmdtoarea: dupa ce un mesaj a
fost codat la emisie sau decodat la receptie, nodul extern
corespunzdtor mesajului este examinat pentru a vedea daca are cel
mai mare numar de nod din bloc. Daca nodul extern nu are cel mai
mare numar de nod, el este interschimbat cu nodul care are cel mai
mare numdr din bloc, cu conditia ca acesta sa nu fie parintele
nodului ce urmeazd a fi actualizat. Ponderea nodului extern este
apoi incrementatd. Dacd nu se interschimba nodurile inaintea
incrementarii ponderii nodului, este posibil ca ordonarea cerutd de
proprietatile de fraternitate sd fie distrusd. Odatd incrementata
ponderea nodului, s-a adaptat arborele Huffman la acel nivel.
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Se trece apoi la nivelul urmator, prin examinarea nodului
parinte al nodului a carui pondere a fost incrementata, pentru a
vedea daca are cel mai mare numar din bloc. Daca nu are, este
schimbat cu nodul cu cel mai mare numar din bloc. Din nou, face
exceptie nodul cu cel mai mare numdr, dacd acesta este parinte
pentru nodul considerat. Odata ce s-a efectuat schimbarea (sau s-a
decis ca nu este necesard), ponderea nodului parinte este
incrementata. Procesul se termina cand se ajunge la nodul radacina.

Cand mesajul ce urmeaza a fi codat sau decodat apare pentru
prima data, acestuia i se atribuie un nod extern si se atagseaza un nou
nod NG 1n graf.

Atat nodul extern cat si nodul NG sunt fii al vechiului NG.
Cum mesajul corespunzator noului nod extern a aparut o singura
data, acestuia i se atribuie ponderea 1.

Cum vechiul nod NG este parinte pentru noul nod extern,
ponderea sa se incrementeaza cu 1 si se continuad astfel pana la
radacina.

Exemplul 3.5.
Se presupune ca se doreste codarea Huffman adaptiva a

secventei [a ardva ], care contine 4 din 26 de mesaje posibile,

reprezentate de literele mici ale unui alfabet. Pentru codarea acestor
mesaje se foloseste codul prezentat in paragraful 3.7.

Procesul de actualizare este aratat in Fig. 3.13. Se incepe cu
nodul NG. Numarul total de noduri este 2-26+1=153, astfel incat
se Incepe numardtoarea inversa, cu numdrul 53 asignat nodului
radacina. Prima literd ce urmeaza a se transmite este a. Cum litera
nu este in arbore, se transmite a §i se adauga aceasta in arbore.
Nodul NG da nastere unui nou nod NG si unui nod terminal,
corespunzator literei a. Ponderea nodului terminal va fi mai mare
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decat a nodului NG, astfel incat se asigneazd numarul 51 nodului
NG si 52 nodului terminal corespunzator literei a. Urmatoarea litera
de transmis este tot a. De aceasta data, codul transmis este 1,
deoarece litera este in graf. Nodul corespunzator lui a are cel mai
mare numadr din bloc (daca nu se considerd nodul sau parinte), asa
incat nu este nevoie sa schimbam nodurile. Se incrementeaza
ponderea nodului extern si a nodului rddacina. Urmatoarea literd de
transmis este . Cum litera nu are un nod corespunzator in arbore, se
transmite cuvantul de cod pentru nodul NG, care este 0, urmat de
indexul lui ». Nodul NG da nastere unui nou nod NG si unui nod
extern corespunzator lui ». Din nou, nu este necesara actualizarea
arborelui, ci numai incrementarea corespunzatoare a ponderilor
nodurilor. Urmatoarea litera este d, care, de asemenea, se transmite
pentru prima datd. Se transmite codul pentru nodul NG, care este
00, urmat de indexul pentru d. Nodul NG da iar nastere la doua
noduri. Incid nu este nevoie de a actualiza arborele. Acesta se
schimba cu transmiterea litere1 urmatoare, v, care nu a mai fost
intalnitd. S-a transmis codul frunzei goale, 000, urmat de codul
pentru litera v. In arbore se adauga nodurile 45 si 46, cu 46 ca nod
terminal pentru v. Se incrementeaza ponderea nodului extern 46 si a
vechiului NG. Se merge la nodul parinte al vechiului NG, adica
nodul 49 care nu are cel mai mare numar din bloc, asa ca se schimba
cu 50, care este cel mai mare numar din bloc si se incrementeaza
ponderea acestuia. Se merge la radacina nodului 50 care este 51 si
care nu are cel mai mare numar din bloc, asa ca se schimba cu 52, a
carui pondere se incrementeazd. Se merge la radacina nodului 52,
adica nodul 53, care este nod radacina si se incrementeaza ponderea
acestuia. Urmeaza mesajul a, care este in graf, asa incat se transmite
0. Deoarece numarul nodului extern corespunzdtor lui a este maxim
in bloc, se incrementeaza ponderea acestuia si a parintelui, care este
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Fig. 3.13. Arborele Huffman adaptiv, dupa ce s-a transmis secventa aardva
a10r00d000v0

3.7.2. Codarea

Diagrama pentru codare este prezentatd in Fig. 3.14. Initial,
arborii de la codare s§i decodare sunt formati dintr-un singur nod
NG. Prin urmare, cuvantul de cod corespunzitor primului mesaj ce
apare este transmis in clar. Dupa primul mesaj, de fiecare datd cand
trebuie codat un mesaj ce apare pentru prima data, se transmite intai
codul pentru nodul NG, care se obtine prin parcurgerea arborelui
Huffman de la rddacina la nodul NG.

Aceasta 1Instiinteaza receptorul ca mesajul al carui cod
urmeaza nu are inca un nod in arborele Huffman. Codul nodului NG
este urmat de codul prestabilit pentru mesaj. Daca mesajul ce
urmeaza a fi codat are un nod corespunzator in arbore, atunci este
transmisa succesiunea de biti obtinutd prin traversarea arborelui de
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Figura 3.14. Organigrama pentru codare

Exemplul 3.6.

In Exemplul 3.5 s-a folosit un alfabet de 26 de litere. Pentru a
obtine codul prestabilit pentru mesaj trebuie gasite valorile pentru e

sir, astfel incat 2°+r=26cu 0<r<2°—>e=4,r=10.

Primul mesaj de codat este a. Cum a este prima literd din
alfabet, k=1. Deoarece 2-r =20 >k =1, litera a va fi reprezentarea
pe e+1=>5 biti a numaruluik—-1=1-1=0, adicd 00000. Arborele
este actualizat dupa diagrama din Fig. 3.13, nodul gol a dat nastere
unui nod extern corespunzator lui a §i unui nou nod gol. Nodul
extern corespunzdtor lui a are ponderea 1, iar nodul gol, 0. Nodul
intern are ponderea 1 (suma ponderilor fiilor). Urmatorul mesaj este
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a. Cum acesta existd deja in arbore, cuvantul de cod corespunzator
se obtine prin traversarea grafului de la rddacind la nodul
corespunzdtor, in cazul de fata este 1.

Dupa transmiterea codului pentru cel de-al doilea a, ponderea
nodului extern corespunzdtor acestuia este incrementatd la 2, ca si
ponderea parintelui.

Al treilea mesaj de transmis este . Cum acesta este la prima
aparitie, se transmite codul nodului gol, adicd 0, urmat de codul lui
r. (r, filnd a optsprezecea litera din alfabetul de 26 de litere,
inseamna ca k = 18; deoarece 18<2r =20, litera  va fi reprezentarea
binard pe k+1=4+1=5 biti a numarului k-1=18-1=17, adica 10001).
Arborele este actualizat si se continud cu mesajul d. Folosind acelasi
procedeu pentru d, se transmite codul nodului gol, care este 00
urmat de indexul lui d, care este 00011 (d fiind a patra litera din
alfabet si deoarece 4 < 20, litera d va fi reprezentarea binarda pe
k+1=4+1=5 biti a numarului k-1=4-1=3, adica 00011). Urmatorul
simbol, v, este al 22-lea 1n alfabet si fiind mai mare decat 20 se
transmite codul pentru nodul gol, 000, urmat de reprezentarea
binard pe 4 biti a lui 22-10-1=11, adicd 1011. Urmatorul mesa;j este
a, pentru care se transmite 0.

Secventa transmisa este:
al0r00d4000v0, echivalenta cu

00000 1 0 1001 00 00011 000 1011 0
a a gol r gol d gol \ a

3.7.3. Decodarea

Organigrama pentru decodare este prezentatd in Fig. 3.15.
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Fig. 3.15. Organigrama pentru decodarea Huffman dinamica

Pe masurd ce este citita secventa binara receptionatd, arborele

Odata identificat codul unei frunze din secventa receptionata,

parcurgere a arborelui.

se parcurge Intr-un mod identic cu cel de la codare.
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se decodeaza mesajul corespunzator acelei frunze. Daca frunza este
frunza goala, se verifica urmatorii e biti pentru a vedea daca rezulta
un numar mai mic decat . Daca este mai mic, se mai citeste un bit
pentru a completa codul mesajului. Indexul mesajului se obtine
adaugand o unitate la numarul zecimal corespunzator secventei de e
sau e+l biti. Odatd decodat mesajul, arborele este actualizat si
urmatorul bit receptionat este folosit pentru a porni o noud




Exemplul 3.7.

Sa se decodeze secventa codatd anterior, 00000101000
1000001100010110.

Initial arborele de la decodor constd numai dintr-un nod gol,
asa ca primul mesaj ce urmeazad a fi decodat se obtine din listd. Se
citesc e=4 biti, 0000, care corespunde numdrului zecimal O.
Deoarece 0<r =10 rezultd cd se mai citeste un bit, rezultand secventa
00000. Se decodeaza in zecimal si se adaugd o unitate, astfel
indexul simbolului receptionat este 1, care i corespunde lui a in
listd, prin urmare, prima litera decodata este a.

Arborele este actualizat. Urmatorul bit receptionat este 1, care
i1 corespunde caii de la radacind la nodul extern a, astfel incat al
doilea mesaj decodat este tot a.

Urmatorul bit este 0, care corespunde cdii de la radacina la
nodul gol. Urmatorii patru biti 1000 corespund numarului zecimal 8,
care este mai mic decat 10, astfel incat se mai citeste un bit pentru a
obtine cuvantul 10001, al carui echivalent zecimal plus o unitate
este 18, care este indexul lui ». Se decodeaza r si se actualizeaza
arborele. Urmatorii doi biti 00 reprezintd parcurgerea grafului pana
la frunza goala. Se citesc urmatorii 4 biti 0001, care corespund lui
1<10, deci se mai citeste un bit, adica secventa 00011. Pentru a
obtine indexul simbolului receptionat din listd, se adaugd o unitate
la valoarea zecimala a celor 5 biti. Valoarea indexului este 4, care
corespunde simbolului d. Continuand, se obtine secventa decodata

aardva.
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3.8. Aplicatii ale codarii Huffman

In continuare sunt prezentate céiteva aplicatii simple ale
coddrii Huffman in compresie, aceastd codare fiind, de obicei,
folosita 1n practica impreuna cu alte tehnici de codare.

1. Compresia fara pierderi a imaginilor
Codarea Huffman poate fi folositd in compresia imaginilor
digitale, cand fiecare pixel poate lua valori dintr-o multime finita. in
cazul imaginilor monocrome, aceasta multime constd din numere
intregi de la 0 la 225.
Rezultatele pentru patru imagini de test pentru care s-a
aplicat codarea Huffman sunt aratate in Tabelul 3.2 [86].

Tabelul 3.2
Numele Biti/pixel | Marimea totald | Raportul de
imaginii a imaginii(biti) | compresie
de test
Sena 6,90 56.525 1,16
Sensin 7,38 60.457 1,08
Pamant 4,78 39.158 1,67
Omaha 7,00 57.488 1,14

In reprezentarea imaginii originale (necompresate) se
folosesc 8 biti/pixel. Imaginea consta din 256 de randuri a cate 256
de pixeli, deci reprezentarea necompresatd foloseste 65.536 biti.

Din Tabelul 3.2 se observa ca raportul de compresie diferd de
la imagine la imagine, obtindndu-se o reducere de numai
aproximativ 2 pana la lbit/pixel, dupa compresie. Pentru unele
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aplicatii aceasta reducere este acceptabild. De exemplu, dacd intr-o
arhiva exista sute de imagini, o reducere de un bit pe pixel salveaza
multi megabyti in spatiul discului. In codarea din exemplul
considerat nu s-a tinut cont de structura din date, datd de corelatia
dintre pixeli. Dintr-o inspectie vizuala a imaginii, se poate observa
ca intr-o imagine pixelii sunt corelati cu vecinii lor. Un model
grosier pentru determinarea valorii unui pixel poate fi dat de relatia

A

X, =x,,, adicd valoarea estimatd pentru un pixel este egald cu a

valoarea pixelului precedent. Secventa reziduald va fi diferenta
dintre pixelii vecini. Daca se considera acest model si se foloseste
codul Huffman pentru a coda secventa reziduala, rezultatele sunt
cele din Tabelul 3.3 [86].

Tabelul 3.3.
Numele imaginii | Biti/pixel | Marimea totald | Raportul de
de test a imaginii compresie
(biti)

Sena 3,84 31.472 2,08
Sensin 4,63 37.880 1,73
Pamant 3,92 32.136 2,04
Omaha 6,34 51.986 1,26

Dupa cum se observa, se obtine o imbunatatire a raportului de
compresie fatd de cazul precedent. Rezultatele din Tabelele 3.2 si
3.3 sunt obtinute folosind un sistem in doi pasi, in unul s-a obtinut
statistica sursei, iar in al doilea s-a efectuat codarea Huffman. in loc
sa se foloseasca sistemul 1n doi pasi, se poate folosi un cod Huffman

adaptiv. Rezultatele pentru acesta sunt prezentate in Tabelul 3.4
[86].
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Tabelul 3.4.

Nume Biti/pixel | Marimea totalda | Raportul de
imagine a imaginii (biti) compresie
de test
Sena 3,93 32,261 2,03
Sensin 4,63 37,896 1,73
Pamant 4,82 39,504 1,66
Omaha 6,39 52,321 1,25

Se observad ca diferentele dintre codul Huffman static si cel
adaptiv sunt mici. Algoritmul Huffman adaptiv este preferat in
sistemele care lucreazd on-line sau in timp real, cind nu este
posibild cunoasterea prealabila a statisticii sursei. Acesta, insa, este
mai dificil de implementat decét cel static. Aplicatia particulara va
determina care din cele doua este mai convenabil.

2. Compresia textelor

In compresia textelor se foloseste frecvent codarea Huffman,
deoarece in texte, se foloseste un alfabet discret care, intr-un
domeniu dat, are probabilitati relativ stationare. De exemplu,
modelul de probabilitate pentru un roman nu va diferi semnificativ
de modelul de probabilitate pentru alt roman. Similar, modelul de
probabilitate pentru un set de programe C nu va diferi prea mult de
modelul de probabilitate pentru un alt set de programe C.

O imbunatatire a compresie se poate obtine, dacd mai intai se
indeparteazd redundanta din date, materializata in corelatia intre
mesajele din fisier, care este semnificativa in textele literare. De
exemplu, in capitolul de fata, Huf este intotdeauna urmat de fman.
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3. Compresia audio

Altd clasa de date care se preteazd foarte bine pentru
compresie este clasa de date audio de pe compact discuri (CD).
Semnalul audio pentru fiecare canal stereo este esantionat la 44,1
kHz si fiecare esantion este reprezentat pe 16 biti, ceea ce conduce
la o cantitate enorma de date stocate pe CD care, pentru a fi
transmise, ar necesita un canal cu capacitate semnificativa.
Compresia este cu sigurantd utild in acest caz. In Tabelul 3.5se
arata, pentru diverse tipuri de surse audio, madrimea fisierului,
entropia, marimea estimatd a fisierului compresat cu codarea
Huffman si raportul de compresie rezultat [86].

Tabelul 3.5. Codarea Huffman pe 16 biti a semnalului audio

Numele Mairimea Entropia Mairimea estimata Raportul
fisierului originala (biti) a fisierului de
a fisierului compresat(biti) compresie
Mozart 939.862 12,8 725.420 1,30
Cohn 402.442 13,8 349.300 1,15
Mir 884.020 13,7 759.540 1,16

Ca s1 la alte aplicatii, se poate obtine o crestere a compresiel,
dacad mai intai este indepartatd corelatia din date. Datele audio pot fi
modelate numeric. Se foloseste modelul foarte simplu care a fost
folosit in exemplul codarii imaginii: valoarea estimatd a unui
esantion este aceeasi cu valoarea esantionului anterior. Folosind
acest model se obtine o secventd reziduald. Entropia acestei
secvente diferenta este prezentata in Tabelul 3.6 [86].
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Tabelul 3.6. Codarea Huffman pe 16 biti a secventei reziduale audio

Numele Mairimea Entropia | Marimea estimata Raportul
fisierului originala | diferentiala a figierului de compresie
a fisierului (biti) compresat (bytes)
(bytes)
Mozart 939.862 9,7 569.792 1,65
Cohn 402.442 10,4 261.590 1,54
Mir 884.020 10,9 602.240 1,47

Se observa o reducere de aproximativ 60% a marimii fisierului
compresat fatd de fisierul original.
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