CAPITOLUL 4

COMPRESIA FARA PIERDERI UTILIZAND
CODAREA ARITMETICA

4.1. Introducere

Codarea aritmetica este folositd in special cand alfabetul sursei
este mic, iar probabilitdtile mesajelor sunt dezechilibrate. Cuvintele de
cod obtinute in urma acestei coddri au lungime variabila.

Asa cum s-a aratat in Capitolul 3, prin codare binard Huffman se
obtine un numir mediu de biti/mesaj (rata) cuprins intre H(S) si

H(S)+1. In [25] limita superioard pentru lungimea medie a cuvintelor

in cazul codului Huffman a fost stabilita mai precis la valoarea
H(S)+ p,.. +0,086, unde p . este probabilitatea cea mai mare din

distributia sursei ce urmeaza a fi codata.
In aplicatii in care alfabetul sursei este mare si p,_,  este relativ

mic, diferenta dintre limita superioard a lungimii medii a cuvintelor de
cod si entropia sursei codate este relativ mica.

Cand alfabetul sursei este mic si probabilitatile de aparitie a
diferitelor litere sunt foarte diferite, p_, poate fi mare s1 codul

Huffman poate deveni ineficient, privind raportul dintre entropia sursei

si lungimea medie a cuvintelor. O modalitate de a evita acest lucru este
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de a efectua codarea Huffman pentru o extensie a sursei. Acest lucru,
insa, nu este intotdeauna eficient.

Exemplul 4.1.

Fie o sursa care furnizeaza mesajele din alfabetul S ={s,,s,, s,}
cu probabilititile p(s,) = 0,95; p(s,) =0,02; p(s,)=0,03. Entropia
sursei este H(S)=0,335 biti/mesa;.

Un cod Huffman pentru aceasta sursa este

s; —0

s, — 11

s3; — 10

pentru care lungimea medie este 2=1,05 biti/mesaj. Redundanta relativa
1 —H(S)
H(S)

codarea acestei surse, este nevoie de mai mult de dublul numarului de

a codului este atunci p = ~ 2,13, ceea ce Tnseamna cd pentru

biti specificati de entropie.
Daca se efectueaza codarea extensiei de ordinul 2 a sursei, se
obtin datele din Tabelul 4.1.

Tabelul 4.1
Mesaj compus Probabilitate Cuvant de cod
S1S2 0,9025 0
S1S) 0,0190 111
S183 0,0285 100
S$>S1 0,0190 1101
$2S7 0,0004 110011
$2S3 0,0006 110001
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$38q 0,0285 101
$3S) 0,0006 110010
383 0,0009 110000

In acest caz, lungimea medie este 7, =1,222 biti/mesaj compus,
adica 0,611 bit/mesaj. In acest caz redundanta relativa devine p =0,82.
Continuand codarea pe extensii de ordin superior, redundanta relativa
atinge valori acceptabile cand extensia este de ordinul 8, adica un
alfabet de marime 3°=6561, ceea ce conduce la o complexitate
exagerata a codorului si, deci, la un pret de cost inacceptabil din punct
de vedere practic. Pentru eliminarea acestui inconvenient se foloseste
codarea aritmetica.

Codarea aritmetica permite atribuirea cuvintelor de cod unor
secvente particulare, farad a trebui sa se genereze cuvintele de cod pentru
toate secventele de acea lungime.

Pentru intelegerea codarii aritmetice aceasta se imparte in doud
etape:

- In prima etapa se genereaza o eticheta pentru o secventd data de

mesaje;

- in a doua etapa 1 se atribuie etichetei un cod binar.

4.2. Codarea unei secvente

Pentru a se putea face distinctie intre diferite secvente de mesaje,
fiecare este etichetata cu un identificator unic. O modalitate de
reprezentare a secventei este de a-i atribui un numar in intervalul [0, 1).
O functie care ia valori in acest interval este functia de repartitie a
variabilei aleatoare asociate sursei care furnizeaza secventa de mesaje.
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Se reaminteste ca o variabild aleatoare realizeaza corespondenta
intre evenimente probabilistice si valori pe axa reala. De exemplu, in
experimentul de aruncare cu zarul, variabila aleatoare realizeaza
corespondenta dintre fetele zarului si numerele 1,2,...,6, care sunt puncte
pe axa reala. Pentru a folosi aceasta tehnica este nevoie de a transforma
mesajele sursei in numere.

Pentru usurinta, in cele ce urmeaza se va folosi transformarea:
x(s,)=i;s, €S, unde S={s,,s,,..,5,} este alfabetul sursei. Variabila

aleatoare, pe care o notdm in continuare cu x, poate lua valorile
1,2,...,i,....,m, cu probabilititile cu care sunt furnizate mesajele
corespunzatoare.

Aceasta Tnseamna ca pentru o distributie datd a sursei, se poate
asocia o functie de repartitie pentru variabila aleatoare x, de forma

F ()= px=Fk) @.1)

4.2.1. Generarea unei etichete

Procesul de generare a unei etichete se incepe cu intervalul [0,1].
Functia de repartitie a variabilei aleatoare asociate sursei este folosita la
impartirea  intervalului de lungime 1 1n subintervale de
forma[F (x, —1), F.(x,)], proportionale cu valorile functiei de repartitie.
Cum functia de repartitie ia valori intre 0 si 1, aceastd abordare
partitioneza exact intervalul unitate.

Aparitia primului mesaj din secventa restrictioneaza intervalul care
contine eticheta la unul din subintervale.

Se presupune ca primul mesaj este s, si x(s,)=x,; atunci
intervalul care contine valoarea etichetei va fi subintervalul
[F.(x, =1), F.(x,)]. Acesta este partitionat in subintervale proportionale
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cu valorile functiei de repartitie, la fel ca intervalul original. Fiecare
mesaj care urmeaza impune ca eticheta sa fie restrictionatd la un
subinterval care este partitionat in continuare in aceleasi proportii.

Exemplul 4.2.

Fie sursa cu alfabetul S ={s,s,,s,} cu p(s,)=0,7; p(s,)=0,1;
p(s;)=0,2. Folosind corespondenta datd de relatia (4.1) rezulta ca
F.(1)=0,7,F.(2)=0,8, F.(3)=1 . Impartirea intervalului [0,1] este
data in Fig. 4.1. Pe prima verticala din figura s-au marcat punctele 0,7 si
0,8. adica intervalul [0,1] a fost impartit proportional cu numerele 0,7 si
0,8.

049 0,546 05558
3 =t} 51
0.5555
=2
0,546 S
S3 S 3 3 3
0,56 0,56 10,5572

Fig. 4.1. Restrictionarea intervalului care contine eticheta pentru
secventa S;5,838;

Subintervalul in care se afla eticheta depinde de primul mesaj din
secventa ce urmeazd a fi codata. Daca acesta este s,, eticheta este in

intervalul [0;0,7), dacd este s,, eticheta se afld in intervalul [0,7;0,8),
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dacd este s,, aceasta se afla in intervalul [0,8;1). Odatd ce a fost

determinat intervalul in care se afla eticheta, restul intervalului unitate
este Tndepartat si intervalul rdmas se imparte in aceleasi proportii ca
intervalul original. In cazul exemplului de fata, intervalul [0; 0,7],
corespunzdtor primului mesaj se imparte in aceleasi proportii ca
intervalul [0,1]. Pe cea de-a doua verticala din Fig. 4.1, intervalul
[0;0,7] se imparte proportional cu numerele 0,7, respectiv 0,8,
marcandu-se astfel punctele 0,7 x 0,8=0,56 si 0,7 x 0,7 =0,49.
Lungimile celor trei intervale sunt 0,49 — 0=0,49; 0,56-0,49=0,07, si,
respectiv, 0,7-0,56=0,14. Deoarece cel de-al doilea mesaj este s, se
retine intervalul de lungime 0,07, cu limitele 0,49 si 0,56. Pentru a treia
verticala se retine numai intervalul [0,49; 0,56] a carui lungime de 0,07
se imparte proportional cu numerele 0,7 si 0,8, obtinandu-se astfel
punctele: 0,07 x 0,7 + 0,49 = 0,539 si 0,07 x 0,8 + 0,49 = 0,546.
Deoarece cel de-al treilea mesaj este s;, se retine intervalul cu limitele
0,546 si 0,56, cu care se construieste cea de a patra verticala, pe care se
marcheaza punctele: (0,56 — 0,546) x 0,7 + 0,546 = 0,5558, respectiv,
(0,56 —0,546) x 0,8 + 0,546 = 0,5572. Deoarece cel de al patrulea mesaj
este s,, se alege intervalul cu limitele 0,5558 si 0,5572. Eticheta pentru
aceastd succesiune de mesaje se alege ca un punct din interiorul acestui
interval.

Se observa ca aparitia oricarui nou mesaj restrictioneaza eticheta
la un interval separat de orice alt interval care poate fi generat folosind
acest procedeu. Chiar daca doud secvente sunt identice pand la un
punct, intervalele etichetelor sunt intotdeauna disjuncte. Aceasta
inseamna ca orice punct (valoare) din acel interval poate fi folosit ca
etichetd. De obicei, eticheta se alege limita inferioard sau mijlocul
intervalului.
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Fie cazul in care eticheta are valoarea punctului din mijlocul
intervalului. Se presupune cd sursa genereazd mesaje din
alfabetul § = {s,,s,,...,s,}. Mesajele {s;} sunt transformate 1In
numerele reale {i}, care definesc o variabila aleatoare discretd. Eticheta
mesajului s; se defineste cu relatia

= < 1 : . 1 :
T.(s,) =kz;p(x=k)+5p(x=l) =Fx(l—1)+5p(x=l) (4.2)

Pentru fiecare mesaj s;, eticheta 7.(s;) va avea o valoare unica.

Exemplul 4.3.
Fie experimentul de aruncare cu un zar corect. Rezultatele unei
aruncari cu zarul pot fi transformate in numerele {1,2,...,6}. Pentru un

zar corect p(x:k):% pentru k=1,6. Cu relatia (4.2), rezulta

etichetele pentru realizarile experimentului de aruncare cu zarul date in
Tabelul 4.2.

Tabelul 4.2

Realizare Tx (s,)

1 0,08(3)

2 0,25

3 0,41(6)

4 0,58(3)

5 0,75

6 0,9166

Acest mod de atribuire a unei etichete unei secvente de lungime

unitard se poate extinde la secvente de lungime n, impunand o ordine in
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secventd. In acest caz eticheta corespunzitoare secventei de lungime #
se calculeaza cu relatia
T(5) = 3 p0)+ p(x) (43)
Y<X;

unde y<x; Inseamna ca y precede pe x; in ordonare si (n) semnifica
lungimea secventei.

O ordonare simpla este cea lexicografica, care este echivalenta cu
ordinea dictionarului.

Exemplul 4.4.

Exemplul 4.3 se poate extinde, astfel incat secventa constd in 2
aruncari cu zarul. Realizarile ordonate sunt 11, 12, 13,..., 66. Etichetele
pot fi generate cu relatia (4.3). De exemplu, pentru secventa 13, eticheta
este

= 1
T.(13)=p(x=1)+p(x=12)+—=p(x=13) =
2
(4.4)
1 1 11 5
=—t—t——=—
36 36 2 36 72
Se observa ca pentru a genera o eticheta pentru o succesiune data
de mesaje trebuie cunoscute numai probabilitatile mesajelor individuale.
Prin modul de generare a etichetei §i a unicitdtii intervalului
caruia 11 corespunde, orice valoare din interval poate fi un identificator

unic pentru x;. Prin urmare, pentru a indeplini obiectivul initial de a

identifica in mod unic o secventd, este suficient a calcula limita
superioard (u) si inferioara (/) a intervalului ce contine eticheta si a
selecta orice valoare din interval.
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Exemplul 4.5.

Se considera sursa din Exemplul 4.3 si se doreste a gasi limitele
intervalului care contine eticheta pentru secventa 322. Pentru aceastd
secventd se calculeaza limitele superioard si inferioara ale intervalelor
corespunzatoare lui 3, apoi 2 si iar 2.

q Fi2) Fx®(31 ) F.(321)
F (1) 1 /

2
F2) 2

1 F.(3) F,®(32) F,®(322)
Fig. 4.2.
Pentru primul mesaj u" =F.(3) [ =F (2)
Al doilea mesaj este 2 si secventa devine x=32, pentru care
u? =F®@32); 17 =F2@31)
FP32)=px=1D)+p(x=12)+...+ p(x =16) + p(x =21) +

4.5)
+p(x=22)+...+ p(x=26)+ p(x=31)+ p(x =32)
Dar
;p(XZXIXZ :ki):;p(xl =k)p(x, =i)= (4.6)
=p(x, =k)[p(x, =D +..p(x, =6)] = p(x, = k)
si relatia (4.5) devine
F?(32)= p(x, =)+ p(x, =2)+ p(x=31) + p(x=32) = @7

F.(2)+ p(x=3D)+ p(x=32)
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p(x=31)=p(x, =3)p(x, =1 (4.8)
p(x=32)=p(x, =3)p(x, =2) (4.9)
p(x=3D+ p(x=32)=p(x, =3)[p(x, =D + p(x, =2)]=

(4.10)
=p(x, =3)F.(2)
px=3)=F.(3)-F.(2) (4.11)
Cu (4.11), relatia (4.10) devine
p(x =30+ p(x=32)=(F.(3) - F.(2)F.(2) (4.12)
si
F?(32) = F,(2)+(F,(3) - F.(2)F.(2) (4.13)
adica
u® =10+ W -1")F (2) (4.14)
Similar
EOGD=F @)+ pr=30=F@+p=Ipl=D= o
F.Q2)+(F.3)-FQ)F.®0)
sau
[P =1V +@® -1V (1) (4.16)

Al treilea mesaj este 2 si secventa este 322. Limitele superioard si
inferioara ale intervalului care contine eticheta sunt:

u? =F9322) 19 =F"321) (4.17)
Urmand aceeasi procedura in determinarea limitelor, se obtine:
FY(322)=
P(x=111)+ P(x =112) + .P(x = 116) + P(x = 121) +...P(x = 126) +... P(x = 161)..+ P(x = 166) +

P(l1) P(12) P(16)

P(1)
+P(x=211)+.P(x =216) + P(x = 221) + ..+ P(x = 226) +... P(x = 261) +..+ P(x = 266) +

P(21) P(22) P(26)

P(2)
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+P(x =311)+ P(x =312) +...+ P(x =316) + P(x = 321) + P(x = 322) =

P(31)

=(F,(2)+ pBD)+ p32) (p() + p(2) = F, 2B+ (F2(32)-FPB1)F,(2) (4.18)

FP@31) F(2)

unde
p(32)=F2(32)-F2@3)),

F;(z)(3 D=pdD)+pd2)+...+ p(16)+ p(21)+... p(26) + p(31)

si
EDG2)=FP0D+ pr=32)=ERGD+p(2)-pM = o)
FPGN+(F?(32)-F.?(31)FE.() |
sau
G 1D 4 (@ _IF (2
u (u )F.(2) (4.20)
19 = 1P 4 @@ - I?)F (1)

In general, pentru o secventd x=x.x,...x, , se poate ardta ca

limita superioara si cea inferioard a intervalului etichetei pot fi calculate
recursiv, cu relatiile [86]

1 =1+ @ = ["DYF (x, - 1) (4.21)

u(n) — l(nfl) + (u(nfl) _ Z(nfl))F;(xn) (422)

(n)

unde prin /" si 1" s-au notat limitele inferioard, respectiv, superioara

a intervalului ce contine eticheta corespunzatoare succesiunii de »
mesaje. In relatiile (4.21) si (4.22) se va considera /2 =0 si u” =1
deoarece inainte de a furniza mesajele intervalul initial se considera
[0,1].

Daca se foloseste mijlocul intervalului pentru eticheta, rezulta:

_ (m) | 7(m)
=" (4.23)
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In concluzie, eticheta oricdrei secvente se poate calcula

secvential, singura informatie necesard fiind functia de repartitie a
sursei, care poate fi obtinutd din modelul de probabilitate.

Exemplul 4.6.

Fie sursa cu alfabetul S ={s,s,,s,}, cu p(s)=0,8, p(s2)=0,02,

p(s3)=0,18. Se defineste variabila aleatoare x(s;)=i si se doreste a coda
secventa 1321.

Din modelul de probabilitate se obtine

F.(k)=0,k<0,F,(1)=0,8; F,(2)=0,8%; F,(3)=1; F,(k)=1,  pentru
k>3.

Se folosesc relatiile (4.21) si (4.22). Se initializeaza cu
u® =1,1"=0.

Primul element al secventei este 1, asa ca rezulta
"=0+(1-0)-0=0
u =0+(1-0)-0,8=0,8

adica eticheta este continutd in intervalul [0, 0,8). Urmatorul element
este 3 si rezulta:

I =0+(0,8—0)F.(2) = 0,656
u® =0+(0,8—0)F.(3)=0,8

asa cd intervalul care contine eticheta pentru secventa 13 este [ 0,656;
0,8). In continuare urmeaza 2.

I =0,656+(0,8—0,656)F.(1)=0,7712
u® =0,656+(0,8—0,656)F (2) = 0,77408

Intervalul pentru eticheta este [0,7712; 0,77408).
Urmeaza 1 si limitele intervalului devin:
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IV =0,7712+(0,77408-0,7712)F.(0) = 0,7712
u' =0,7712+(0,77408 - 0,7712)F.(1) = 0,773504
0,7712+0,773504

T.(1321) = =0,772352

Se observa cd fiecare interval care urmeaza este continut in
precedentul. Aceastd proprietate se foloseste la descifrarea etichetei. O
consecintd nedorita a acestui proces este cd intervalele devin din ce in
ce mai mici $i este necesard o precizie cu atdt mai ridicata, cu cat
secventa devine mai lunga. Aceastd problemd este depasita printr-o
strategie de rescalare, care va fi descrisa ulterior.

4.2.2. Descifrarea unei etichete

Exemplul 4.7.
Fie eticheta T (1321) =0,772352, obtinuta in Exemplul 4.6.

Pentru a efectua decodarea, se va simula codorul. Intervalul care
contine eticheta este o submultime a fiecdrui interval obtinut la codare.
Se urmareste a se decoda elementele din secventd astfel Incat valoarea

(%)

etichetei s fie cuprinsi intre limitele /) si u™ pentru fiecare k.

I'"=0si u'”=1. Dupd decodarea primului

Se incepe cu
element din secventa , x, limitele devin:

1V =0+(1-0)F, (x,—1)=F.(x,—1);

u =0+ (1-0)F.(x,)=F.(x))
Aceasta nseamnd ca intervalul care contine eticheta este
[F.(x,—1); F.(x,)). Este necesard aflarea valorii lui x; pentru care
valoarea etichetei 0,772352 cade 1n intervalul obtinut.

Alegand
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x1=1, rezulta intervalul [0, 0,8),
x1=2 rezulta intervalul [0,8, 0,82),
x1=3 rezulta intervalul [0,82; 1).
Cum eticheta este continutd In primul interval, se decidex, =1.
Se repeta procedura pentru al doilea element.
[ =0+(0,8=0)F.(x,—1)=0,8F (x, - 1);
u? =0+(0,8-0)F.(x,) = F.(x,);
Daca se alege
x ,=1, rezulta intervalul [0;0,64),
x ,=2, rezultd intervalul [0, 64; 0,656),
x ,=3, rezultd intervalul [0,656;0,8) .
Eticheta este continuta in ultimul interval, asa cd se decide x, =3.
Continuand, se obtine
¥ =0,656+(0,8—0,656)F.(x, —1)= 0,656+ 0,144 F (x, —1);
u® =0,656+(0,8—0,656)F.(x,) = 0,656 +0,144F (x,);

Se observa ca odatd cu cresterea lungimii secventei, calculele
devin laborioase. Pentru a calcula mai putin, se observa urmatoarele:
Din relatiile (4.21) si (4.22) rezulta ca

1y
Ev(xn - 1) = l(,,_l) _u(,,_l) s (424)
respectiv,
(m) _ p(n-D)
u" —1
Fx) =t o (4.25)

Tinind cont de (4.24) si (4.25), rezulta atunci cd mijlocul intervalului
[F.(x,—1),F.(x,)] se poate calcula dupd cum urmeaza:
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(n) (n)
I +u' )
l(ﬂ) _ l(ﬂ—l) + Z/t(ﬂ) _ l(ﬂ—l) -

1 2
E[Fx (x,)+ F.(x, - 1)] = 2[1/[(;1—1) _l(n—l)] = Ly _ D (4.26)

sau, tinand cont de (4.23), rezulta

T.(x)-1""

1
E [F; (x,)+F.(x,— 1)] = Ly _ D

Astfel, pentru n=4, in cazul Exemplului 4.7 rezulta
I =0,7712+(0,77408 —0,7712)F. (x, —1);
u® =0,7712+(0,77408 - 0,7712)F, (x,);

(4.27)

Sciazand /) din ambele relatii si din etichetd si impartindu-le

apoi la u” —1®)=0,001152 se giseste valoarea lui x, pentru care

T.(1321)—[® _
((i )1(3)1 cade in intervalul [F (x,—-1); F (x,)). Aceasta este

u

x, =1. Cunoscand lungimea secventei se stie cand se opreste procedura.

In general, algoritmul de descifrare este urmatorul:
1. Se initializeaza [ =0 si u” =1 ;
7o

2. Pentru fiecare k se determind 1 =———
R

3. Se determind valoarea lui x, pentru care F\(x;-1) <t*<F.(x;);

5. Se actualizeaza u'® si IV;

6. Se continua pana la descifrarea Intregii secvente. Pentru a sti
cand s-a decodat intreaga secventd, fie decodorul cunoaste lungimea
secventei si procesul de decodare se opreste la obtinerea numarului de
mesaje, fie se decodeazd un mesaj particular care indicd sfarsitul
transmisiei.
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4.3. Generarea unui cod binar

Prin modul de obtinere a etichetei, rezultd cd aceasta este o
reprezentare unici a secventei. Inseamni atunci ca reprezentarea binari
a etichetei determind un cuvant de cod binar unic pentru secventa.
Reprezentarea binard a unor valori din intervalul etichetei poate fi
infinit de lungd, caz in care, desi unic, codul nu este eficient. Apar
urmatoarele Intrebari:

1. Daca se trunchiaza reprezentarea binard, codul rezultat este
inca unic?

2. Codul astfel realizat este eficient?

3. Cat de aproape este rata de entropie prin aceasta reprezentare?

4.3.1. Unicitatea si eficienta codului aritmetic

Valoarea etichetei 7.(x) a unui mesaj x este un numar In

intervalul [0,1). Un cod binar pentru 7.(x) se poate obtine considerand

reprezentarea  binard a  numarului  §i  trunchiindu-l la

I(x) = {log

( )1+1bi;i, unde |_x—| reprezintd cel mai mic numar mai
p(x

mare sau egal cu x [86]. Baza logaritmului este 2.

Exemplul 4.8.
Fie sursa cu alfabetul S ={s,,s,,s;,s,}, cu probabilitatile
1 1 1
pis) =2, Pls,) =7, pls)=pls) =g -
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T (x) se obtine cu relatia (4.2). Reprezentarea binari a lui T (x)

trunchiata la l(x):[log (1 —‘+1 reprezintd codul etichetei si se va
p(x

nota cu fo(x)J uy

Tabelul 4.3
Mesaj F. ]_“x (s,) Rep;fnzjrr;tare o) — {bg "‘ B C_odul .
i p(s,) etichetei
s, 0,5 0,25 01 2 01
s, 0,75 0,625 | 101 3 101
S, 0,875 10,8125 | 1101 4 1101
S, 1 0,9375 | 1111 4 1111

In Tabelul 4.3 se prezinti, pentru fiecare mesaj al sursei, s,,

1

functia de repartitie, F_, calculatd cu relatia (4.1), valoarea zecimald a

etichetei 7.(s,), calculatd cu relatia (4.2), reprezentarea acesteia sub

forma unei fractii binare, lungimea cuvantului de cod corespunzator si
cuvantul de cod atasat etichetei. De exemplu, pentru primul mesaj s,,

: o 1 :
furnizat cu probabilitatea p(s,) = > F (s))=F.(1)=0,5, eticheta

acestuia este Tx(sl)=Fx(0)+%p(x:1):0+%-0,5=O,25.

Reprezentarea acestei etichete sub forma unei fractii binare este 0 1,
biti care reprezintd coeficientii pdartii  zecimale a numarului
0,25=0-2"+1-27. Cum valoarea zecimald a etichetei a putut fi
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reprezentata exact pe 2 biti, care reprezintd lungimea cuvantului de cod,
acestia constituie chiar cuvantul de cod al etichetei.
Se va ardta ca un cod obtinut in acest mod este unic decodabil.

Intai se arati ca reprezentarea pe /(x) biti a etichetei fo (x)J este o

1(x)
reprezentare unica pentru ]_”x(x). Se reaminteste cd orice numar din
intervalul [F (x-1); F (x)) poate fi un identificator unic. Prin urmare,
dacd cuvantul de cod corespunzitor mesajului x este continut in

intervalul [F (x—1); F (x)), atunci codul LT_;(x)J este nesingular.

1(x)

Deoarece LTX (x)J se obtine prin trunchierea reprezentdrii binare a

1(x)

lui T.(x), rezulti ca

0<T,(x)—| T,(x) sz < (4.24)
sau, echivalent,
L<|TW],, + 2,1m (4.24")
Cum 7_’x(x) < F (x), rezulta
ﬁx(x)Jlm < F.(x) (4.25)
Pentru a arata céLTx (x)Jl(x) > F (x—1), se observa cd
2,1(x) T L r < L —< 11 <£ (2x) (4.26)
ol P 9 ) 2 ()
Din relatia (4.2) rezulta
% =T (x)—F,(x-1) (4.27)

Prin urmare,
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T.(x)-F.(x-1)> % (4.28)

sau, echivalent,
1

T.(x)>F.(x-1)+ > (4.28")
Din (4.24°) si (4.28’) rezulta
| 7.(0) | o+ % >T >F.(x=1)+ e (4.29)
sau
| 7.0 ] o> F(x=1) (4297
Prin urmare, codul LY_"X(x)J i(x) €Ste O reprezentare unicd pentru
T(x).

Pentru a arata ca se obtine un cod unic decodabil, se va arata ca
acesta este instantaneu, stiut fiind faptul cd un cod instantaneu este si
unic decodabil.

Daca un numar a din intervalul [0,1) are reprezentarea pe n biti

[bb,...b,], pentru ca orice alt numdr b sa aibd reprezentarea binard cu

[bb, ...b, ] prefix, b trebuie sa fie in intervalul [a, a+ 2%) .

Dacd x si y sunt doud mesaje distincte, atunci L]_”x(x)J o S
LTX (y)Jl(x) apartin la doua intervale disjuncte [F (x—1); F.(x)),

respectiv, [F.(y—1); F.(y)). Prin urmare, daca se va ardta cd pentru

: . = = 1 :
orice mesaj x, intervalul UT x(x)Jl( X LT x(x) Jl( )+ 21()“)) este continut

in intregime In intervalul [F (x-1); F (x)), atunci cuvantul de cod
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pentru un mesaj nu poate fi prefix pentru cuvantul de cod al celuilalt
mesaj.

>F (x—1). Se va arata in

Anterior s-a aratat ca LY_“X(X)J 1)

continuare ca

|70+ 517 < A0,

Sau
— 1
F@=-[T0] > 5w

Folosind (4.24), (4.27) si (4.26), rezulta
F(0)=| T,(0) | s> F(0) = T(x) =

(4.30)
E - F (-2 - 20

In concluzie, considerand reprezentarea binard a lui 7 (x) si

trunchiind-o la l(x):{log
p(x)

1+1 biti, se obtine un cod unic

decodabil.

In ceea ce priveste eficienta unui cod astfel intocmit, se
calculeaza lungimea medie a cuvintelor de cod pentru un cod aritmetic
pentru o secventd de lungime m, adica

_ |
L =D p)I(x)= Zp(x)Gk)g p(x)—‘ + 1} <
Zp(X)(log

p(lx) +1+ lj =—> p(®)log p(x)+2D  p(x)= H(X")+2

4.31)
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Deoarece [, este intotdeauna mai mare decat entropia H(X"),

rezultd
HX"™)<1,,, <HX™)+2 (4.32)
Lungimea medie pe mesaj, /,, sau rata codului aritmetic este
L,
" Divizand cu m relatia (4.32), rezultd
m
wgz S%+Z (4.33)
m m m
Deoarece H(X")=mH(X), rezulta
H(X)<I,<H(X)+ 2 (4.34)
m

Se observa ca rata codului va fi cu atat mai apropiata de entropie,
cu cat lungimea secventei este mai mare.

4.3.2. Implementarea algoritmului

Algoritmii de codare si decodare descrisi nu sunt implementabili
in maniera descrisa. Procedura descrisa s-a raportat la intervalul [0,1),
in care existd o infinitate de numere. In practici, numarul numerelor ce
pot fi reprezentate unic pe un calculator este limitat de numarul de biti
folositi. Fie /' si u” din Exemplul 4.6. Cu cit n creste, cu atat aceste
valori devin mai apropiate, ceea ce Inseamnd ca, pentru a reprezenta
unic toate subintervalele, trebuie crescuti precizia reprezentarii. Intr-un
sistem cu precizie finita, cele doud valori sunt constranse sa convearga.
Pentru evitarea acestei situatii, este necesar a rescala intervalul etichetei

[1',u™]. Acest lucru trebuie ficut astfel incit si se pastreze informatia

ce se transmite. In acest scop se realizeaza o codare progresiva sau
incrementala, adicd se transmit portiuni din cuvintele de cod, pe masura
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ce se inspecteaza secventa, in loc sd se astepte pana se observa intreaga
secventa inaintea transmiterii primului bit.

Algoritmul ce urmeaza a fi descris tine seama de rescalarea
sincronizata §i codarea incrementala.

Cu cat intervalul devine mai ingust, este foarte posibil ca
intervalul ce contine eticheta sd se gaseasca fie in jumatatea inferioara,
fie In cea superioard a intervalului [0,1), fapt ce determina ca cel mai
semnificativ bit (MSB) al etichetei sa fie complet determinat. Daca
eticheta este mai mare decat 0,5, primul bit al etichetei este 1, iar daca
este mai mica decat 0,5, acesta este 0.

In aceasta situatie se poate indica decodorului cirei jumatiti a
intervalului apartine eticheta, prin trimiterea unui 1 pentru jumatatea
superioara si 0 pentru cea inferioara. Transmisia lui 1 sau 0 reprezinta
primul bit al etichetei.

Odata ce codorul si decodorul stiu care jumadtate a intervalului
unitate contine eticheta, se poate ignora cealaltd jumatate.

Deoarece se foloseste aritmetica de precizie finitd, se transforma
jumatatea de interval care contine eticheta in intregul interval [0,1).
Aceste transformari sunt de forma

E, :[0;0,5)—[0,1), E, =2x; (4.35)
pentru jumadtatea inferioara a intervalului si
E, :[0,51)—>[0,1), E, =2(x-0,5); (4.36)

pentru jumatatea superioara a intervalului.

Odata efectuatd una din aceste transformari, se pierde toata
informatia despre MSB. Aceasta nu mai conteazd, cata vreme acest bit a
fost trimis deja spre decodor.

Procesul poate fi continuat generand un alt bit al etichetei de cate
ori intervalul etichetei este restrictionat fie la jumatatea superioara, fie

la cea inferioard a intervalului. Procesul de generare a bitilor etichetei
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fara a se astepta observarea intregii secvente se numeste codare
incrementala.

Exemplul 4.9.

Generarea unei etichete cu scalare.

Se reia Exemplul 4.6, in care se codeaza secventa 1321, cu
modelul de probabilitate p(s,) =0,8, p(s,)=0,02, p(s;)=0,18.

Initializand ¥ =1 si [ =0, primul element al secventei, 1, are
ca rezultat actualizarea limitelor

"=0+(1-0)-0=0

u =0+(1-0)-0,8=0,8

Intervalul [0, 0,8) nu este inclus in jumatatea superioard sau
inferioara a intervalului unitate, asa ca se continua.

Urmatorul element este 3. Acesta are ca rezultat actualizarea:

I =0+(0,8-0)F.(2)=0,8-0,82=0,656

u? =0+(0,8-0)F.(3)=0,8-1=0,8

Intervalul [0,656, 0,8) este 1n intregime cuprins In jumatatea

superioard a intervalului unitate, astfel incat se transmite 1 si se
rescaleaza.

[® =2(0,656-0,5)=0,312

u® =2(0,8-0,5)=0,6

Al treilea element, 2, are ca rezultat reactualizarea

[¥=0,312+(0,6-0,312)-0,8 = 0,5424

u® =0,312+(0,6-0,312)-0,82=0,54816

Intervalul etichetei [0,5424; 0,54816) este continut in Intregime
in jumatatea superioard a intervalului unitate. Se transmite 1 si se

rescaleaza cu transformarea £, , rezultand
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1% =2(0,5424-0,5) = 0,0848

u® =2(0,54816-0,5) = 0,09632

Acest interval apartine in intregime jumatatii inferioare a
intervalului unitate. Se transmite O si se rescaleaza cu transformarea E,
rezultand

[ =2.0,0848 = 0,1696

u® =2-0,09632 =0,19624

Intervalul este in intregime cuprins in jumadtatea inferioara a
intervalului unitate, asa ca se transmite 0 si iar se rescaleaza.

1) =2-0,1696 = 0,3392

u® =2-0,19624 = 0,38528

Intervalul se afld iar In jumadtatea inferioara, asa cd se transmite 0
si iar se rescaleaza.

¥ =2-0,3392=0,6784

u® =2.0,38528 =0,77056

Rezultand acum un interval in jumatatea superioara a intervalului
unitate, se transmite 1 si se rescaleazd cu E, .

1¥ =2(0,6784-0,5) =0,3568

u® =2(0,77056-0,5) = 0,54112

La fiecare etapa se transmite cel mai semnificativ bit (MSB)
cand este acelasi atat pentru limita superioara si inferioard a intervalului
etichetei. Prin urmare, prin transmiterea MSB a limitelor intervalului
etichetei, se transmite de fapt reprezentarea binara a etichetei. Operatia

de rescalare este vazutd ca o deplasare spre stanga. Astfel, bitul urmator
celui mai semnificativ bit devine cel mai semnificativ bit.
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Continuand cu ultimul element, limitele inferioara si superioara
ale intervalului ce contine eticheta sunt

'Y =0,3568+(0,54112-0,3568) F.(0) = 0,3568

u'¥ =0,3568+(0,54112-0,3568)F.(1) = 0,504256

In acest moment, daci se doreste oprirea codarii, trebuie
informat receptorul despre starea finald a etichetei. Aceasta se face
transmitand valoarea binard a oricdrui numar din intervalul final al
etichetei. In general, aceasta se considerd a fi /. In acest exemplu este
convenabil sd se foloseascd valoare de 0,5, cu reprezentarea binara
100..., deci se va transmite 1 urmat de atatia de 0, cati sunt necesari
pentru lungimea cuvantului.

Se observa ca marimea intervalului etichetei este de 64 de ori
mai mare decat in cazul utilizarii algoritmului nemodificat. Dupa cum
se va vedea, bitii care au fost transmisi la fiecare transformare
reprezintd eticheta insdsi, care satisface cerinta codarii incrementale
(progresive).

Secventa binara obtinutd in timpul procesului de codare din
Exemplul 4.6 este 1100011. Numarul binar .1100011 corespunde
numarului zecimal 0,7734375 care apartine intervalului final al etichetei
din Exemplul 4.6. Acest lucru se poate folosi pentru decodarea
secventei. Ca si codarea, decodarea va fi efectuatd tot incremental.
Aceasta ridicd urmatoarele probleme: cum se incepe decodarea, cum se
continud i cum se opreste.

Pentru a incepe decodarea, este nevoie de informatie suficientd
pentru a decoda primul mesaj fard ambiguitate. Pentru aceasta, numarul
de biti receptionati ar trebui sa reprezinte un interval mai mic decat cel
mai mic interval In care se poate gasi eticheta. Pe baza intervalului
minim al etichetei, se poate determina numarul de biti necesari inceperii
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decodarii. Odatd inceputd decodarea, pentru a o continua, trebuie
simulat algoritmul de codare.

Exemplul 4.10.

Fie secventa din Exemplul 4.9, adica 110001100....0.

Cel mai mic interval al etichetei este [0,8; 0,82), de lungime 0,2.
Prin urmare, pentru o decodare fara ambiguitati sunt necesari & biti,
astfel incat 27" < 0,02, adica k=6.

Ca si la codor, se pleaci cu initializarea u” =1 si /¥ =0.
Primii 6 biti corespund unei valori a etichetei de 0,765625, care
inseamna cd primul element este 1, care are ca rezultat actualizarea

IY=0+(1-0)-0=0

u” =0+(1-0)-0,8=0,8

Intervalul [0; 0,8) nu apartine vreunei jumatati a intervalului
unitate, asa ca se continud. Eticheta 0,765625 cade 1n partea superioara
a 18% din intervalul [0; 0,8), prin urmare al 2-lea element din secventa
este 3. Se actualizeaza intervalul

I =0+(0,8—0)F.(2)=0,656

u? =0+(0,8-0)F.(3)=0,8

Intervalul este continut in jumdtatea superioara a intervalului
unitate. Aceasta inseamna ca la codor s-a transmis 1 si s-a rescalat. La
decodor se va deplasa un 1 afard din bufferul de la receptie si se
introduce urmatorul bit in buffer pentru a forma cei 6 biti ai etichetei,
adica 100011. Reactualizand intervalul etichetei, se obtine

I =2(0,656-0,5)=0,312

u® =2(0,8-0,5)=0,6
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Deplasarea bitului spre stanga furnizeaza eticheta 0,546875. Comparand
aceastd valoare cu intervalul etichetei se observda cd acesta cade in
domeniul 80-82% din interval, asa ca se decodeaza urmatorul element
din secventd ca fiind 2. Se pot actualiza ecuatiile pentru intervalul
etichetei de forma

[¥=0,312+(0,6—0,312)F. (1) = 0,5424

u® =0,312+(0,6-0,312)F (2) =0,54816

Cum intervalul este continut in intregime in jumatatea superioara
a intervalului unitate, se rescaleaza cu E,, rezultand:

1% =2(0,5424-0,5) = 0,0848

u® =2(0,54816-0,5) = 0,09635

Se deplaseaza din nou afara spre stanga un bit din eticheta si se
introduce din dreapta un bit. Acum eticheta este 000110. Intervalul este
continut in jumatatea inferioara a intervalului unitate. Se scaleaza cu E|
st deplasand 1ncd un bit, limitele intervalului devenind

I¥ =2-0,0848 =0,1696

u® =2-0,09635=0,19264
Eticheta devine 001100. Intervalul este inca continut in jumatatea

inferioard, asa cd se mai deplaseazd un zero, obtinand eticheta 011000 si
se efectueaza o alta scalare

1) =2-0,1696 = 0,3392
u® =2-0,19264 = 0,38528
Intervalul etichetei este iar in jumdtatea inferioara a intervalului

unitate, asa ca se mai deplaseaza un zero, obtinand eticheta 110000 si se
mai scaleaza o data.

I® =2.0,3392 =0,6784

u® =2-.0,38528 =0,77056
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Intervalul fiind continut in intregime in jumatatea superioard a
intervalului unitate, se deplaseaza un 1 din etichetd, ramanand 10000 si
se scaleaza cu E,

I¥ =2-(0,6784-0,5) =0,3568

u® =2-(0,77056-0,5) = 0,54112

Se compara valoarea etichetei 100000 (adica 0,5) cu intervalul

etichetei si se observd cd aceasta cade in primele 80 de procente ale
intervalului (0,8(0,54112-0,3568)), asa incat se decodeaza 1.

In exemplul precedent intervalul etichetei a fost cuprins fie in
jumatatea superioard, fie in cea inferioara a intervalului unitate. Se
observd ca rescalarea se poate aplica Tn mod repetat, pand ce
1" <0,5<u"™. Scopul rescalirii este acela de a evita situatia in care, cu
fiecare mesaj al sursei, limitele intervalului devin prea apropiate. In
cazul aritmeticii de precizie finitd folositd in tehnica de calcul este
posibil ca intervalele sa fie reprezentate de aceeasi valoare.

In continuare se va analiza cazul in care intervalul etichetei
contine mijlocul intervalului unitate. In acest scop se verifica dacd
intervalul etichetei este continut in intervalul [0,25; 0,75), adica, daca
0,25<1" <0,5<u™ <0,75. In acest caz reprezentarea binari a
oricarui numar din intervalul considerat incepe cu 0,01... sau 0,10... , al
doilea bit al reprezentarii diferind de primul.

In acest caz, intervalul etichetei se rescaleazi cu ajutorul
transformarii £5 definita astfel:

E,:[0,25;0,75) —>[0,1); E,(x)=2(x—-0,25) (4.37)

Prin Inmultirea cu 2, transformarea E, deplaseazd spre stinga

bitii reprezentdrii binare a numarului respectiv. Operatia de scalare data
de transformarea E, inldtura cel de-al doilea bit al reprezentarii binare a
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numarului x, astfel incat, codul aritmetic corespunzator numarului dupa
scalare se obtine din cel al numarului nescalat, prin nlaturarea celui de-
al doilea bit. Acesta este compensat ulterior prin generarea unui bit
aditional, imediat dupd urmdtoarea iesire. Acest bit aditional este
complementar iesirii careia 1i urmeaza.

Limitele intervalului etichetei se transforma in 2./ —0,5,
respectiv, 2-u" —0,5.

Se reaminteste cd in cazul cand intervalul etichetei nu contine
mijlocul intervalului unitate s-a folosit un 1 pentru a transmite
informatii despre transformarea £, si un 0 pentru transformarea E;.
Cand se efectueaza o transformare Ej3, nu se transmite nici o informatie
catre decodor, In schimb se inregistreazd acest lucru la codor, prin
incrementarea unui contor.

Dupa o transformare E3 pot aparea urmatoarele situatii:

1 - la actualizarea intervalului etichetei, acesta este continut in
jumatatea superioara a intervalului unitate;

2 - la actualizarea intervalului etichetei, acesta este continut in
jumatatea inferioard a intervalului unitate;

3 - urmeaza n-1 transformari £;.

In primul caz, codorul va transmite un bit de 1, corespunzitor
transformarii E,, urmat de un bit de 0, care ar corespunde unei
transformari E;. Acest lucru se justifica prin faptul ca efectul
transformarii E; urmate de £, este echivalent cu transformarea FE,
urmata de E,, adica

E, (E;(x)) = E,(E,(x))
Intr-adevir,
E,(E,(x))=E,(2(x—0,25)) =2(2(x-0,25)-0,5)=4-x-2

si
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E(E,(x))=E 2(x-0,5)=2-2(x-0,5)=4-x-2

In cazul al doilea, codorul va transmite un bit de 0, corespunzitor
transformarii £;, urmat de un bit de 1, care ar corespunde unei
transformari E,. Acest lucru se justifica prin faptul ca efectul
transformarii E£; urmate de E; este echivalent cu transformarea E;
urmata de E,, adica

E\(E;(x)) = E,(E,(x))

Intr-adevar,

E (E;(x))=E (2(x-0,25))=2(2x-0,5)=4-x—1
si
E,(E(x)=E,2x)=2(2x-0,5)=4-x-1

In cazul al treilea, pot apirea doua situatii:

a) dupa cele n transformari £3 urmeaza o transformare £,;

b) dupa cele n transformari £; urmeaza o transformare E;;

In cazul a), codorul va transmite un bit de 1 urmat de  biti de 0.
Aceasta se justificd prin faptul ca efectul a »n transformari £; urmate de
o transformare E, este echivalent cu transformarea E, urmata de n
transformari £, adica

E, (E5(E;..(E5(x)) = E\(E,(...E, (E,(X)))

nori nori

Intr-adevar,

n—1
E, (Ey(E;..(E,(x)) = E,(2" - x=0,5)_ 2" ) =2"" . x-2"

k=0

si
E(E/(.E(E,(x)=E(E(.E 2 -x-1))=2""x-2"
In cazul b), codorul va transmite un bit de 0 urmat de » biti de 1.

Aceasta se justificd prin faptul ca efectul a »n transformari £; urmate de
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o transformare E, este echivalent cu transformarea £, urmata de n
transformari E,, adica

E\(E5(E;...(E(x))) = E, (E,(...(E, (E,(X)))

nori nori

Intr-adevar,

n—1
E(Ey(Ey A E;(x)) = E (2" -x—0,5> 2)=2"".x = 2" 41
k=0

si
E,(E,(..(E, (E\(x))) = E, (E,(..(E, (2-x))) = 2" x=2"+1
Din cele prezentate rezulta ca la codare trebuie sa existe un contor care
sd Inregistreze numarul de transformari £5 . Contorul se decrementeaza
cand, dupa una sau mai multe transformari succesive FEj3, la
reactualizarea intervalului etichetei, apare o transformare £, sau E,.
Transformarile E5 sunt aplicate si la decodor, cand intervalul

etichetei este continut in intervalul [0,25; 0,75), cu [V <0,5<u"™.

4.3.3. Implementarea cu numere intregi

In cazul implementarii cu numere intregi, procedurile dezvoltate
pentru intervalul [0,1) se adapteaza la aritmetica cu numere intregi.
Acestea vor fi reprezentate folosind coduri binare.

Implementarea codorului

Fie m numarul de biti folositi in reprezentarea numerelor intregi.
Valorile de interes din intervalul [0,1) (etichetele si capetele
intervalelor) se transforma in domeniul celor 2" cuvinte binare. Capatul
0 al intervalului se transforma in 000...00, iar 1 in w, valoarea

mori m ori
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0,51 10...0. Ecuatiile de actualizare raman similare cu ecuatiile (4.21)

m—1ori
si (4.22), dar, deoarece se lucreaza cu aritmetica numerelor intregi, sunt
necesare anumite modificari, dupa cum urmeaza:
Se noteazd cu n; numdrul de aparitii ale mesajului j intr-o
secventd de lungime N =Zn ;- Functia de repartitie F, (k) poate fi

J

estimata cu relatia

i”f
F (k)= i:}v (4.38)

Se noteaza sumele partiale
k
N(k)y=Y_n,. (4.39)
i=1

Ecuatiile (4.21) si (4.22) pot fi scrise sub forma:

Jn — oD +L(u<n—1>_ JD +1)N(x#_l)J (4.40)
a0 Wﬂ) oy M) x)J . (4.41)

unde x, este al n-lea mesaj ce urmeaza a fi codat, | x | este cel

mai mare Intreg mai mic sau egal cu x, iar adunarea si scdderea lui 1
sunt necesare pentru a adapta relatiile la aritmetica cu numere intregi.
Din cauza modului de transformare a capetelor intervalului, cand
atat [, cat si u"” sunt fie in jumitatea superioara, fie in cea inferioara a
intervalului, bitul cel mai semnificativ (MSB) al lui [ si u va fi
acelagi. Daca MSB este 1, atunci intreaga etichetd este cuprinsd in
jumatatea superioara a intervalului [00...00, 11.....1]. Daca MSB este 0,
intervalul etichetei este in jumatatea inferioard a intervalului. Aplicarea
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lui £, s1 E, constd in a deplasa spre stanga secventa si de a introduce un
0 pentru /" si un 1 pentru u" 1n pozitia celui mai putin semnificativ
bit (LSB).

Pentru fixarea ideilor, se presupune, ci m=6, u'” =54 si

™ sunt 110110 si, respectiv,

I =33. Reprezentirile lui /" si u
100001. Se observa ca pentru ambele limite MSB este egal cu 1.

Urmand procedura descrisd mai sus, se deplaseaza spre stanga secventa

cu un bit si se completeazi cu 1 pe LSB pentru ™ si 0 pentru /",
obtinand noile valori 101101 (=45) si 000010(=2). Aceasta este
echivalent cu efectuarea transformarii FE,. Transformarea E, se
efectueaza folosind aceleasi operatii.

Transformarea Ej; se aplicd atunci cand intervalul etichetei cade

in jumitatea de mijloc a intervalului [00...0, 11...1], cu /"’ <10...0 si

u"™ >10...0. Aceasta inseamni ci cei mai semnificativi biti pentru /"

(n

si u” sunt 0 si, respectiv, 1.

Pentru realizarea transformarii £;, se urmareste bitul urmator
celui mai semnificativ bit al lui " si [, care pentru u' este 0 si
pentru [ este 1. Asa cum s-a precizat, operatia de inmultire cu 2 din
transformarea £5 inseamna deplasarea spre stdnga cu un bit a secventel,
iar operatia de scadere a unui sfert din intervalul de valori echivaleaza

cu complementarea celui de-al doilea bit. Prin urmare, pentru a

implementa transformarea Ej;, se complementeazi al doilea bit din 2"’

si I si se deplaseazi spre stinga, introducand un 1 in « siun 0 in

I pe pozitia LSB. De asemenea, se urmireste numirul de transformari
E5 prin marimea Contor 3.

Exemplul 4.11.
Se codeaza secventa 1321 cu parametrii din Tabelul 4.4.
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Intai se alege lungimea cuvantului, m . Se observa ci N(I) si N(2)

difera numai printr-o unitate. Se reaminteste ca valoarea lui N va fi
translata la capetele subintervalelor.

Tabelul 4.4.
n, =40 N(0)=0 Contor3 =0
n, =1 N(1) =40
n,=9 N(2)=41
N =50 N@3)=50

Trebuie urmarit ca valoarea selectatd pentru lungimea cuvantului
sd permitd reprezentarea unui domeniu suficient pentru a reprezenta cea
mai mici diferenta dintre capetele intervalelor. Intotdeauna se recurge la
rescalare cand intervalul devine prea mic. Pentru a asigura disjunctia
intre capetele intervalului, trebuie urmarit ca toate valorile din domeniul
0+ N sa fie reprezentate In mod unic, chiar cand nu se efectueaza
rescalarea intervalului.

Asa cum s-a precizat, se foloseste rescalarea, dacd limitele
intervalului etichetei sunt cuprinse in jumadtatea inferioara, superioara
sau de mijloc a domeniului de valori. Exista insa situatii cand fie limita
inferioara a intervalului etichetei este mai micd decat un sfert din
interval, iar cea superioard mai mare sau egald cu jumatate din interval,
fie cand limita inferioara a intervalului etichetei este mai mica decat
jumatate din interval, iar cea superioard mai mare sau egald cu trei
sferturi din interval, cazuri in care nu se poate aplica nici una din
rescalari. In acest caz se considera urmitorul mesaj, care micsoreazi
limitele intervalului etichetei, fapt care, in aritmetica cu numere Intregi
ar putea conduce la aceeasi valoare. Cel mai mic interval pentru care nu
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se poate aplica rescalarea este de un sfert din intregul interval. In

concluzie, cel mai mic interval [/, 4] posibil in care nu se poate

folosi rescalarea este un sfert din domeniul total disponibil de 2™ valori.
Deci m trebuie sa fie suficient de mare pentru a reprezenta unic
multimea valorilor dintre 0 i 4- N, adicd 2" =R>4-N.

Pentru acest exemplu, aceasta inseamna ca domeniul intervalului
total trebuie sa fie mai mare ca 200. m==8 satisface aceastd cerintd. Cu
acest m se obtine

[ = 0=(00000000), (4.42)

u® =255=(11111111), (4.43)

Primul element al secventei este 1. Cu relatiile (4.40) si (4.41)

rezulta

0 Z 04 Lw J = 0 = (00000000), (4.44)

L0 ZO{%JA —203=(11001011), (4.45)
Urmatorul element este 3,

e ZO{%QV(Z)J:lmz(lomonl)z (4.46)

u<z>:O+L%J_1:203=(11001011)2 (4.47)

MSB pentru [ si u'® este 1. Prin urmare, se deplaseazi aceasti
valoare afara si se transmite la decodor. Ceilalti biti sunt deplasati cu o
unitate, obtinand:

[ =(01001110), = 78 (4.48)

u® =(10010111), =151 (4.49)
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Se observa ca MSB ai celor doua limite sunt diferiti, al doilea bit

al lui u®

este 0, iar al lui /¥ este 1. Aceasta este conditia pentru
transformarea E3. Se complementeaza al doilea bit al ambelor limite si

se deplaseazi un bit spre stAnga, introducand un 0 in LSB pentru [ si

un 1 in LSB pentru u'*, rezultand:
[ =(00011100), = 28 (4.50)
u? =(10101111), =175 (4.51)

Se incrementeaza Contor3 cu 1.
Urmatorul element este 2. Actualizand limitele, rezulta:

I Z 08+ L%J =146 = (10010010), (4.52)

1=148 = (10010100), (4.53)

u® :28_{MJ_
50

Cei doi MSB sunt identici si egali cu 1, ceea ce corespunde
transformadrii E,, asa incat se deplaseazd afard un bit de 1 care se

transmite la decodor. Cum Contor3 =1, se transmite un bit care este
opus celui corespunzdtor transformarii £,, adica un 0, pentru a simula

transformarea E, la decodor si se decrementeaza Contor3 la 0. Noile
limite sunt
) =(00100100), =36 (4.54)
u® =(00101001), =41 (4.55)

Cei doi MSB ai limitelor u si / sunt ambii 0, astfel incat acesta se
deplaseaza afara si se transmite 0 la decodor.

) =(01001000), = 72 (4.56)
u® =(01010011), =83 (4.57)
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Din nou ambii MSB sunt 0, astfel incat acesta se deplaseaza
afara (spre stanga) si se transmite 0 la decodor. Limitele devin:

) =(10010000), =144 (4.58)
u® =(10100111), =167 (4.59)

Acum ambii MSB sunt 1, astfel incat il deplasam spre stanga si
il transmitem decodorului. Limitele devin:

19 = (00100000), =32 (4.60)
u® =(01001111), =79 (4.61)

Din nou cei doi MSB sunt identici, astfel incat se deplaseaza
afara 0 si se transmite acesta la decodor.

I = (01000000), = 64 (4.62)
u® =(10011111), =159 (4.63)
Acum cei doi MSB sunt diferiti. Al doilea MSB pentru [? este

1, iar pentru u'” este 0. Aceasta este conditia pentru transformarea Ej.
Aplicand E; prin complementarea celui de-al doilea bit al ambelor
limite si deplasand un bit spre stdnga, se obtine:

[ = (00000000), =0 (4.64)

u® =(10111111), =191 (4.65)

Urmatorul mesaj din secventa, ce urmeaza a fi codat, este 1. Prin
urmare:

I =0+ {%]OV(O)J =0=(00000000), (4.66)

u® :O+{%J—l =152 =(10011000), (4.67)

Secventa binara generata este 1100010.
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Implementarea decodorului
1. Se initializeaza [ =00...0,u” =11...1.
2. Pentru fiecare k se gaseste
=)= 1"+ 1)/ @ =1% 1), unde T.(x) este
valoarea etichetei.
3. Se giseste valoarea lui x'* pentru care
NP =1) y N(x™)
N

4. Se actualizeaza u™ si IV).

< r*

5. Se continua pana la decodarea intregii secvente.

4.4. Comparatie intre codarea Huffman si codarea
aritmetica

In acest capitol a fost descrisd codarea aritmetica, care desi mai
complicatd decat codarea Huffman, permite codarea secventelor de
mesaje. Pentru a face comparatie intre codarea aritmeticd si Huffman, se
incepe prin a folosi codarea aritmeticd pentru surse pentru care se
cunoaste codul Huffman.

Se reia Exemplul 4.8, pentru care se calculeaza lungimea medie:

1=2-0,5+3-0,25+4-0,125+4-0,125=2,75 biti/mesaj  (4.68)

Entropia acestei surse este 1,75 biti/mesaj si rata codului
Huffman atinge aceastd entropie, astfel incat codarea aritmetica nu este
o alegere potrivitd, dacd se intentioneaza a se coda cite un mesaj. Se
repetd exemplul, cu extensia de ordinul doi.
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Exemplul 4.12.
Daca se codeaza extensia de ordinul doi rezultda codul prezentat
in Tabelul 4.5.

Tabelul 4.5.
Mesaj | p(x) T, T, Codul
") () log +1 rezultat
in binar p(x)
11 0,25 0,125 0,001 3 001
12 0,125 0,3125 0,0101 4 0101
13 0,625 0,40625 0,01101 5 01101
14 0,625 0,46875 0,01111 5 01111
44 0,015625 |0,984375 |0,1111111 7 1111111

In acest caz lungimea medie pe mesaj este 2,25 biti/mesaj, care este
mai mica decat 2,75, dar incd nu fatd de 1,75. Odatd cu cresterea
ordinului extensiei rezultatele devin mai bune.

Se pune problema cat trebuie sa creasca ordinul extensiei, astfel
incat codarea aritmeticd sd fie superioara codarit Huffman. Limitele
ratei de codare pentru codarea aritmetica, /,, si Huffman, /,,, satisfac

inegalitatile

H(X)<I, < H(x)+>
m

Hx)<I, SH()C)+l
m

Din compararea limitelor celor doud rate rezultd ca totdeauna
prin codul Huffman se obtine o limita superioard a ratei mai mica decat
in cazul codului aritmetic. Pe de alta parte, se reaminteste ca pentru a
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genera un cuvant de cod pentru un mesaj compus, de lungime m, cu

ajutorul codului Huffman trebuie construite toate cele £ cuvinte de
cod posibile (k reprezintd numarul de mesaje ce trebuie codate, iar m,
ordinul memoriei). In cazul codarii aritmetice nu este nevoie a construi
toate cuvintele de cod, putdndu-se obtine cuvantul de cod pentru o
eticheta corespunzatoare unei secvente de mesaje.

In practica, m poate fi crescut pentru codarea arimetica, dar nu si
pentru codarea Huffman. Exceptie fac sursele ale caror probabilitati
sunt puteri negative ale lui 2, caz in care codarea Huffman pe mesaje
individuale atinge entropia, care nu se va obtine folosind codarea
aritmetica, indiferent de lungimea secventei de mesaje pe care s-ar
efectua codarea.

In general, pentru codul Huffman realizat pe mesaje individuale,
rata este mai micd decat H(S)+0,086+ p__ [25]. Daca probabilitatile

de furnizare a mesajelor nu sunt prea dezechilibrate, p, este in

general micd pentru un alfabet de sursa relativ mare, caz in care
avantajul coddrii aritmetice fata de codarea Huffman este mic si
complexitatea suplimentara a calculelor nu justifica folosirea codarii
aritmetice fatd de codarea Huffman.

Daca marimea alfabetului este mica si probabilitatile sunt
puternic dezechilibrate, ca de exemplu in cazul facsimilului, folosirea
codarii aritmetice este justificata.

Un alt avantaj major al codarii aritmetice este acela ca este usor
de implementat un sistem cu coduri aritmetice multiple. Acest lucru
pare contradictoriu, dupa ce anterior s-a precizat ca, codarea aritmetica
este mai complexd decat codarea Huffman pe mesaje individuale.
Magsina de calcul determina cresterea complexitatii, dar odatd ce se
dispune de instalatia de calcul pentru implementarea unei codari
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aritmetice, pentru a implementa alte codari aritmetice nu trebuie decat
s fie disponibile mai multe tabele de probabilitati. Daca alfabetul este
mic (cazul surselor binare), complexitatea este micad. De asemenea, se
poate adapta codarea aritmetica la schimbarile statisticii de intrare. Tot
ce trebuie facut este de a estima probabilitatile alfabetului de intrare.
Acest lucru poate fi facut printr-o numarare a mesajelor, pe masurd ce
acestea sunt codate. Mai mult, nu este nevoie a genera un arbore, ca in
cazul codarii Huffman adaptive, fapt care permite separarea
procedurilor de modelare si codare intr-un mod care nu este realizabil
cu codul Huffman. Aceasta separare permite flexibilitatea maritd in
proiectarea sistemelor de compresie.

4.5. Aplicatii ale codarii aritmetice

Codarea aritmetica este folosita intr-o varietate de aplicatii ale
compresiei cu pierderi si fara pierderi. In acest subcapitol se vor descrie
doua din cele mai cunoscute aplicatii.

4.5.1. Compresia imaginii pe doua nivele - Standardul JBIG

Codarea aritmeticd este procedura de codare recomandatd de
Joint Bi-level Image Proccesing Group (JBIG) ca parte a standardului
pentru codarea imaginilor binare.

In transmiterea progresivd a unei imagini, intdi se transmite o
reprezentare a imaginii de rezolutie mica. Aceastd reprezentare de
rezolutie micd necesitd foarte putini biti pentru codare. Imaginea este
apoi actualizatd, sau Imbunatatita, la fidelitatea dorita, transmitand din
ce In ce mai multd informatie. Standardul JBIG combind transmisia
progresiva si compresia fara pierderi.
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Compresia fara pierderi

Multe imagini pe doud nivele au multe structuri locale, adica
pixelii apropiati sunt puternic corelati. Se considerd o pagina de text in
forma digitald. In multe locuri ale imaginii se vor intalni pixeli albi cu o
probabilitate apropiati de unu. In alte parti ale imaginii se vor intalni cu
o mare probabilitate pixeli negri. Se poate face o estimare rezonabila a
situatiei pentru un anume pixel, analizdnd valorile pixelilor din
vecinatatea pixelului ce urmeaza a fi codat. De exemplu, daca pixelii
din vecindtatea pixelului de codat sunt in majoritate albi, atunci cu
probabilitate mare, pixelul ce urmeaza a fi codat va fi, de asemenea, alb.
Pe de altd parte, dacd cei mai multi pixeli din vecinatate sunt negri,
atunci este o mare probabilitate ca pixelul ce urmeaza a fi codat sa fie
tot negru.

Daca se trateaza fiecare caz separat, folosind un cod aritmetic
diferit pentru fiecare din cele doua situatii, se vor obtine imbunatatiri
fata de cazul in care se foloseste acelasi cod aritmetic pentru toti pixelii.

Exemplul 4.13.

Se presupune ca probabilitatea de a intalni un pixel negru este
0,2, iar probabilitatea de a intdlni un pixel alb este 0,8. Entropia pentru
aceasta sursa este data de:

H =-0,210g0,2-0,8l0og0,8=0,722

Daca se foloseste un singur cod aritmetic pentru a coda aceasta
sursa, se va obtine o ratd medie apropiata de 0,722 biti/pixel.

In continuare se presupune ci, pe baza vecinititii pixelilor, se
pot Tmparti pixelii in doud grupuri, unul avand 80% din pixeli, iar
cellalt 20%. In primul grup probabilitatea de a intalni un pixel alb este
de 0,95, iar in al doilea grup probabilitatea de a intdlni un pixel negru
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este 0,7. Entropiile acestor grupuri sunt de 0,286 si, respectiv, 0,881.
Daca se folosesc doud codoare arimetice diferite pentru cele doua
grupuri, se va obtine o ratd apropiatd de 0,286 biti/pixel pentru 80% din
cazuri si apropiata de 0,881 biti/pixel pentru 20%. Rata medie va fi de
aproximativ 0,405 biti/pixel, ceea ce este aproape jumatate din rata
necesara daca s-ar folosi un singur cod aritmetic.

Metoda codarii aritmetice este atractiva pentru folosirea mai
multor codoare. Toate codoarele folosesc aceeasi unitate de calcul, dar
fiecare codor este implementat pe o multime de mesaje cu distributii de
probabilitate diferite. Algoritmul JBIG foloseste acest aspect al codarii
aritmetice. In loc sa verifice dacd majoritatea pixelilor din vecinitate
sunt albi sau negri, codorul JBIG foloseste un model pentru pixelii din
vecindtate (sau context) pentru a decide care set de probabilitati sa fie
folosit in codarea unui anumit pixel. Daca vecinatatea consta din 10
pixeli si fiecare pixel poate lua doud valori diferite, numarul posibil de
modele este 2'°=1024. Codorul JBIG foloseste intre 1024 si 4096 de
codoare, 1n functie de rezolutia, mica sau mare, a codarii. Pentru codare
de rezolutie micd codorul JBIG foloseste una din cele doud vecinatati
diferite prezentate in Fig. 4.3.

ololo
olo|ofo] a o|ofo|o]o]s]
ofo|x lojo]olo|x

Fig. 4.3. a) vecinatate de 3 linii, b) vecinatate de 2 linii

Pixelul ce urmeaza a fi codat este marcat cu X, in timp ce pixelii
folositi pentru model sunt marcati cu O sau A. Pixelii A si O sunt pixeli

codati anterior si sunt disponibili atat codorului céat si decodorului.
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Pixelul A poate fi privit ca un membru flotant al vecinatatii. Plasarea sa
depinde de intrarea care va fi codatd. Se presupune cd o imagine este
formata din linii verticale aflate la distantd de 30 de pixeli. Pixelul A ar
fi plasat cu 30 de pixeli la stanga pixelului ce este codat. Pixelul A
poate fi mutat pentru a capta orice structurd posibila existentd in
imagine. Acest lucru este util in special pentru imaginile cu contrast
slab, in care pixelii A sunt folositi pentru a capta o structura periodica.
Localizarea si deplasarea pixelului A sunt transmise decodorului ca
informatie colaterala.

In Fig. 4.4 mesajele din vecinitate au fost inlocuite cu 0 si 1. Se
considera ca simbolul 0 reprezinta un pixel alb, iar 1 reprezintd un pixel

negru.
D
NEERE D.;.111|u|
il ol L [ofo[o |1 [T

(a) (b}
Fig. 4.4. Context de a) trei linii, b) de doua linii

Pixelul ce urmeaza a fi codat este reprezentat printr-un contur
mai ingrosat. Modelul ce contine mesajele 0 si 1 este interpretat ca un
numir binar ce este folosit ca un index pentru setul de probabilitati. In
cazul unei vecinatiti formate din 3 linii, contextul (citirea se face de la
stanga la dreapta si de sus 1n jos) este 0001000110, care corespunde
indexului 70. Pentru o vecindtate de doud linii contextul este
0011100001, adica indexul 225. Deoarece sunt 10 biti in acest model,
vor exista 2'°=1024 codari aritmetice diferite.

In standardul JBIG cele 1024 de codoare aritmetice sunt o
versiune a codorului aritmetic ce poartd numele de codor QM, care se
bazeaza pe un codor aritmetic binar adaptiv numit, codor Q [73, 74, 75].
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In descrierea codarii aritmetice s-a actualizat intervalul etichetei
prin actualizarea limitelor intervalului, " si /. Se poate urmdri insi
numai o limitd a intervalului si marimea intervalului. Aceasta este
metoda adoptatd de codorul QM care urmareste limita inferioard a
intervalului, /", si mirimea intervalului 4", unde:

A" =y ™ (4.69)

Eticheta pentru o secventi este reprezentarea binari a lui /. Se
poate obtine o actualizare pentru 4", scizand relatia (4.21) din (4.22).

A" = A" (Fy(x,) - F,(x, ~D) = 4" p(x,) (4.70)

(n

Inlocuind u™ —1” cu 4™ in (4.21), se va obtine ecuatia de

actualizare pentru /.
[ =1+ 4"VF (x, -1) (4.71)
In loc de a lucra direct cu bitii de 0 sau 1 de la iesirea sursei,
codorul QM 1i transformd in doua categorii de simboluri: cel mai
probabil simbol (MPS-More Probable Symbol) sau cel mai putin
probabil simbol (LSP-Less Probable Symbol). Dacé 0 reprezinta pixelii
negri, iar 1 reprezinta pixelii albi, atunci intr-o imagine in majoritate
intunecatd, 0 va fi cel mai probabil simbol, in timp ce intr-o imagine
majoritar luminoasd, 1 va fi cel mai probabil simbol. Notand
probabilitatea de aparitie a simbolului cel mai putin probabil in
contextul C prin ¢, si efectudnd corespondenta dintre simbolul cel mai

probabil si cel mai mic subinterval, aparitia unui simbol MPS conduce
la urmatoarele ecuatii de actualizare:

[ =] (4.72)
A" = A"V (1-q,) (4.73)
in timp ce aparitia unui simbol LPS conduce la urmatoarele ecuatii de

actualizare:
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[ =17 4+ 47D (1= q,) (4.74)
A" = A" Vg (4.75)

Pentru a simplifica implementarea codorului QM, comitetul

JBIG a recomandat unele modificari fatd de algoritmul codarii
aritmetice standard. Ecuatiile de actualizare implica multiplicari, care
sunt costisitoare atat pentru hardware cat si pentru software. In codorul

QM, multiplicirile sunt evitate prin presupunerea ci 4" are valoarea
apropiata de 1. Astfel, ecuatiile actualizate devin:

Pentru MPS:
[ =] (4.76)
A" =1-gq, (4.77)

Pentru LPS:
I =1"Y+(1-gq,) (4.78)
A" =¢q, (4.79)

Pentru a nu incilca presupunerea ficuti despre A" atunci cand
valoarea sa scade sub 0,75, codorul QM face o serie de rescalari pana
cand valoarea lui 4" este mai mare sau egald cu 0,75. Rescalarea ia
forma unei dublari repetate, ceea ce corespunde unei deplasari spre
stAnga a reprezentirii binare a lui A" .

Pentru a pastra relatia intre parametri, aceeasi scalare este
aplicatd si lui /. Bitii eliminati din buffer ce contin valoarea lui /"
reprezinta iesirea codorului. Din ecuatiile de reactualizare ale codorului
QM se poate vedea ca se va produce o rescalare la fiecare aparitie a
unui LPS. Aparitia unui MPS poate avea, sau nu, ca rezultat o rescalare,
in functie de valoarea lui 4.

Probabilitatea g, a lui LPS, pentru contextul C, este actualizata

de fiecare data cand are loc o rescalare si contextul C este activ. Lista
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ordonatd a valorilor lui ¢, este datd intr-un tabel. De fiecare datd cand
are loc o rescalare, valoarea lui g, este schimbatd la urmatoarea valoare

din tabel, mai mica sau mai mare, dupa cum rescalarea a fost cauzata de
aparitia unui LPS sau MPS.

Intr-o situatie nestationara, se poate intimpla ca un mesaj atribuit
lui LPS sa apard mai des decat un mesaj atribuit lui MPS. Aceastd
conditie este intlniti cand ¢, > (4™ —g¢.). In aceasti situatie
atribuirile sunt inversate; simbolul atribuit etichetei LPS este atribuit
etichetei MPS, si invers. Testarea se face de fiecare data cand are loc o
rescalare.

Transmisia progresivd

In unele aplicatii, nu este nevoie mereu ca o imagine si se vada
la rezolutie maxima. De exemplu, daca ne uitdm la agezarea in pagina a
unei foi, nu este nevoie sd stim fiecare cuvant sau litera din aceasta
pagina.

Standardul JBIG permite generarea progresiva a imaginilor de
rezolutie micd. Daca suntem interesati sd vedem dacad existd o anume
figurd intr-o anumitd pagind, putem cere o imagine de rezolutie mica,
care poate fi transmisa utilizind putini biti. Odatd ce imaginea de
rezolutie micd este disponibila, se poate decide daca este necesara o
imagine de rezolutie mare. Specificatiile JBIG recomanda generarea
unui pixel numit de joasa rezolutie sau de nivel inferior pentru fiecare
bloc de 2 x 2 pixeli din imaginea cu rezolutie mare. Numarul imaginilor
de joasa rezolutie (numite straturi) nu este mentionat de JBIG.

O metoda simpld de generare a imaginilor cu rezolutie mica este
inlocuirea fiecarui bloc de 2 x 2 pixeli cu valoarea medie a celor patru
pixeli, aceasta reducand rezolutia de doua ori atat pe orizontala, cat si pe
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verticala. Metoda functioneaza bine atat timp cat trei din cei patru pixeli
sunt fie negri, fie albi. Cand sunt doi pixeli de fiecare fel, Inlocuirea lor
cu pixeli fie albi, fie negri, duce la pierderea detaliilor, iar inlocuirea
aleatoare cu un pixel alb sau negru are ca urmare introducerea unei
cantitdti considerabile de zgomot in imagine.

In loc de a calcula media fiecirui bloc de 2 x 2 pixeli, JBIG
furnizeaza o metodd bazatd pe tabele pentru reducerea rezolutiei.
Tabelul este indexat de pixelii vecini aratati in Fig. 5.5, in care cercurile
reprezintd pixelii stratului de rezolutie micd, iar patratele pixelii

EaEs
ke

Fig. 4.5. Pixeli folositi in determinarea valorii unui pixel de nivel inferior

stratului de rezolutie mare.

Fiecare pixel contribuie intr-o anumita masurd la index. Tabelul
este alcatuit prin calculul expresiei [98]
X =4e+2(b+d+ f+h)+(a+c+g+i)-3(B+(C)-4
unde a, b, c, d, e, f, g, h, 1 sunt valorile pixelilor din imaginea de
rezolutie inaltd, iar A, B, C valorile pixelilor din stratul de rezolutie
joasa. Daca valoarea acestei expresii este mai mare decat 4,5, pixelul X
este declarat a fi 1. Tabelul are cateva exceptii de la reguld, pentru a
reduce marimea distorsiunii (petei) care apare la marginea imaginii,
care trebuie luatad in considerare, in general, intr-o operatie de filtrare.
Exista insa exceptii care pastreazd modelele periodice si oscilante.
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In standardul JBIG in codarea staturilor de diverse rezolutii,
pixelii din imaginea de joasd rezolutie fac parte din contextul pentru
codarea imaginilor de rezolutie mare. Contextele folosite in codarea
straturilor de rezolutie joasa sunt cele aratate in Fig. 4.3. Contextele
folosite in codarea straturilor de rezolutie mare sunt aratate in Fig. 4.6.
In fiecare context sunt folositi zece pixeli. Daca se includ 2 biti necesari
pentru a indica care model de context urmeaza a fi folosit, inseamna ca
pentru a indica contextul vor fi folositi 12 biti. Aceasta inseamna ca pot
fi 2'%=4096 contexte diferite.
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Fig. 4.6. Contexte folosite in codarea straturilor de rezolutie Tnalta
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