CAPITOLUL 2

SEMNALE SI SISTEME DISCRETE

2.1. Semnale discrete

Dupa cum a fost precizat in capitolul 1, un semnal discret, x[n],
este o functie a carei variabila independenta este un intreg si poate lua
orice valoare reala sau complexa.

Este de remarcat ca un semnal discret nu este definit la momente
dintre doua esantioane succesive si este gresit a considera ca semnalul
x[n] este egal cu zero pentru valori neintregi ale variabilei independente.

Obisnuit, x[k] defineste al k-lea esantion al semnalului x[n],

indiferent daca acesta provine din esantionarea unui semnal analogic sau
nu.
Un exemplu de semnal discret este reprezentat in figura 2.1.

uld

a[- 3] a3]
Figura 2.1. Reprezentarea grafica a unui semnal discret
Pe langa reprezentarea grafica a unui semnal discret, mai exista

cateva moduri de descriere a acestora, care uneori sunt mai convenabile:
1. Reprezentarea functionala, de exemplu
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n, n=12345
x[n]: 4, n=6 2.1)
0, inrest

2. Reprezentarea tabelara, de exemplu
no | e 2 10123456 —-ceaem-

L) 0 001 43200 0-cnmnmn--

3. Reprezentarea prin secvente de numere
O secventa infinita, cu originea timpului marcata prin (T) este
reprezentata sub forma

x[n]=1{..0,0,1,4,1,0,0..} (2.2)

O secventa x[n] ale carei valori sunt nule pentru n < 0, se reprezinta sub
forma
x[n]=10,1,4,1,0,0..} (2.3)

0

In acest caz, originea timpului este primul element din stanga al secventei

si marcarea sa este optionala.

O secventa discreta de durata finita se reprezinta ca
x[n]=1{3,-1,-2,5,0,4, 1} (2.4)

T

unde (1) reprezinta originea tirupului, adica x[O].

2.1.1. Cateva semnale discrete elementare

In prelucrarea numerica a semnalelor intervin adesea cateva
semnale de baza, care vor fi definite dupa cum urmeaza:
1. Semnalul impuls unitate, care este descris de

5[n]= {1’ n=0 (2.5)

0, 1n rest
si este reprezentat in figura 2.2.
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Figura 2.2. Reprezentarea grafica a impulsului unitate

Impulsul unitate joaca acelasi rol ca distributia Dirac din cazul semnalelor
definite in timp continuu, dar, spre deosebire de aceasta, 0[n] este o
functie obisnuita, nu o distributie. O secventa arbitrara, cum este cea din
figura 2.1, poate fi reprezentata ca o suma de impulsuri ponderate si
intarziate

x[n]= Y x[k]-8[n—k] ,kez (2.6)
k=—0
2. Semnalul treapta unitate, notat u[n], este definit de
1, neN
u[n]z ' (2.7)
0, in rest
si este reprezentat in figura 2.3.
]
1
H
h._
3002 10 S -

Figura 2.3. Reprezentarea grafica a treptei unitate

Legatura intre treapta unitate si impulsul unitate este data de relatia
uln]= Y 8[k], kez (2.8)
k=—0

care arata ca valoarea treptei unitate la momentul n rezulta prin
acumularea valorilor precedente ale impulsului unitate.

O alta reprezentare a treptei unitate este data de suma de impulsuri unitate
intarziate

u[n]ziS[n—k], nkeZ (2.8")
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Impulsul unitate poate fi reprezentat ca
8 [n]=uln]-u[n-1] (2.9)
3. Semnalul rampa unitate, notat uzual cu u, [n] si definit de

n, neN
u,[nlz{ . (2.10)
0, 1inrest
este reprezentat in figura 2.4.
b . [ﬂ]

— b L fan

1 n

012 3 45. -

Figura 2.4. Reprezentarea grafica a semnalului rampa unitate
4. Semnalul exponential, definit de

x[n]=a", pentru ne Z @2.11)

Pentru a € R, x[n] este real si este reprezentat in figura 2.5 pentru

diferite valori ale lui a.
Daca parametrul a este complex, atunci se poate scrie

a=r-e’ (2.12)
unde 7 si M, reprezintd modulul, respectiv faza marimii complexe a. In
acest caz

xn]=r"e™" =r"(coswyn + jsino,n) (2.13)
Deoarece x[n]este complex, se poate reprezenta grafic partea sa reala
xp[n]=r" coswyn (2.14)
ca functie de # si, de asemenea, partea sa imaginara
x,[n]=r"sinw,n (2.15)
tot ca functie de n.
Pentru un semnal complex discret x[n] se mai poate reprezenta
uneori numai modulul
x[n]|=r", (2.16)

de asemenea, ca functie de .

Semnalul exponential poate fi scris ca o suma de functii sinus si
cosinus ponderate exponential, iar o secventa sinusoidala ca o suma de
exponentiale.
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Se observa ca partea reala si imaginara a lui e’ variaza sinusoidal cu 7.
Faptul ca n este intotdeauna intreg conduce la diferente importante intre
proprietatile secventelor exponentiale complexe si sinusoidale discrete si
continue. Pentru a pastra analogia cu cazul analogic, ®, reprezinta
pulsatia sinusoidei complexe si se masoara in radiani/esantion, iar n —
numarul de esantioane.

X[n] ,; 1" x[n]
go . O=ax]
];‘ B 1[.“1
----*'T'TT” n 1 ITTTTT"?—.--”
21012 - 21012 - '
a<-l ’X[T _____ 1’:{[ eweo
-1 n -2 lT 1 . 2]
1'1T1Tl'l L _llnjzl -

Figura 2.5. Reprezentarea grafica a semnalului exponential
pentru diverse valori ale lui a

Exponentialele complexe sau sinusoidele discrete sunt periodice
de perioada 2x, deci va fi necesara numai considerarea pulsatiilor din
domeniul fundamental —m <, <n sau 0<w, <2r .

2.2. Clasificarea semnalelor discrete

2.2.1. Semnale de energie finita si semnale de putere
finita

Energia unui semnal se defineste cu relatia
- 2
E=Y|x[n] (2.17)
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Aceasta marime poate fi calculata atit pentru semnale reale, cat si pentru
semnale complexe. Daca marimea FE, definita de (2.17) este finita,
semnalul se numeste de energie finitd.
Puterea medie a unui semnal discret x[n] se defineste cu relatia
P=1lim——- 2.18

Daca se defineste energia unui semnal pe un interval finit
—N<n<N,cafiind

N
= Y]’ (2.19)
n=—N
atunci, energia sa se poate exprima ca
= }llm E, (2.20)
si puterea sa medie
1
P=lim E 2.21
Now 2N +1 " (221)

Evident, daca E este finit, P = 0. Pe de alta parte, daca energia
unui semnal este infinita, puterea poate fi finita sau infinita. Daca puterea
este finita (si diferita de zero) semnalul se numeste de putere finita.

Exemplul 2.1.
Sa se determine puterea semnalului treapta unitate. Pentru treapta
unitate, puterea este

= hm—Zu (n)=1

No= 2N +1,5 N—>°°2N+1 2
deci treapta unitate este un semnal de putere finita. Din expresia energiei
se observa ca pentru acest semnal energia este infinita.

Cu definitiile anterioare, rezulta ca semnalul rampa unitate, definit
de (2.10), nu este nici de putere, nici de energie finita.

N+1 1

2

2.2.2. Semnale periodice si neperiodice

Un semnal x[n] este periodic, de perioada N daca si numai daca
x[nt N]=x[n],pentru V n £ Z N intreg (2.22)

Cea mai mica valoare pozitiva a lui N pentru care relatia (2.22)
este indeplinita se numeste perioada fundamentala.

Daca nu exista nici o valoare pentru N care sa satisfaca relatia
(2.22), semnalul se numeste neperiodic sau aperiodic.
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Energia unui semnal periodic este finita pe o perioada,
0<n<N-1, daca x[n] ia valori finite in acest interval. Energia

semnalelor periodice, pentru —oo <n <o, este infinitd. Puterea medie a
semnalelor periodice este finita si este egala cu puterea medie pe o
perioada, daca valorile semnalului in acest interval sunt finite.

le[ § (2.23)

n=0
Evident, semnalele perlodlce ce pot lua numai valori finite sunt de
putere finita.

2.2.3. Semnale pare (simetrice) si impare (antisimetrice)

Un semnal real x[n] este par, daca
x[-n]= x[n] (2.24)
si impar, daca
x[— n] = —x[n] (2.25)

Se observa ca pentru semnale impare x[O] =0.

In figura 2.6 sunt prezentate doua semnale, unul par (a) si unul
impar (b).

] \ ]
”LU[H[IT ¢ 1L

oy

-1 0

(a) )

Figura 2.6. Exemple de semnal par (a) si impar (b)

Orice semnal discret x[n] poate fi exprimat ca suma a doua
componente, una para si una impara. Intr-adevar, daca se defineste

)= L+ ] (2.26)

unde x, [n] satisface conditia de simetrie (2.24) si
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x,[n]= 5 [x[] - x[-n]] (2.27)
unde x, [n] satisface relatia (2.25), rezulta
xn]=x,[n]+x,[n] (2.28)

2.3. Operatii simple cu semnale discrete

In acest paragraf vor fi considerate cateva operatii simple
efectuate asupra variabilei independente si a amplitudinii semnalului
discret.

Transformari ale variabilei independente

Deplasarea in timp a semnalului. Un semnal x[n] poate fi
deplasat in timp prin Tnlocuirea variabilei independente n cu n—k , unde
keZ. Pentru k>0, deplasarea in timp are ca rezultat o intarziere a
semnalului cu & unitati de timp. Daca k <0, deplasarea 1n timp determina

un avans al semnalului cu |k| unitati de timp.

Exemplul 2.2.

Fie semnalul x[n] reprezentat in figura 2.7.a. Sa se reprezinte
semnalele x[n—3] si x[n+2]. Semnalele x[n—3] si respectiv x[n+2]
sunt reprezentate in figurile 2.7.5 s1 2.7.c.

Daca semnalul x[n] este stocat pe un mediu oarecare este relativ

simplu de a modifica originea timpului prin introducerea unei intarzieri
sau a unui avans. Daca, insa, semnalul este generat de un fenomen fizic ce
se desfasoara in timp real, nu este posibila realizarea unui avans, deoarece

acest lucru implica esantioane ce nu au fost inca generate.
X[PE] i x[n - 3] [ x[n+ 2]

Al i

101
fa) {5} )

Figura 2.7. Reprezentarea grafica a semnalului x[n] — (a), a versiunii sale
intarziate cu 3 unitati — (b) si in avans cu 2 unitati — (¢)
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Reflectarea  semnalului. O alta modificare a variabilei
independente, necesara in aplicatii, este aceea de a Tnlocui variabila n cu —
n, operatie numita reflectare (folding) a semnalului in raport cu axa
ordonatelor. Aceasta operatie este ilustrata in figura 2.8.

b o]
i i,

Figura 2.8. Ilustrarea grafica a operatiei de reflectare

b of-n)

L

-i -4

!
I 0

Multe din operatiile realizate in PNS implica reflectarea si deplasarea in
timp. Operatiile de reflectare si deplasare in timp nu sunt comutative.

Daca se noteaza operatia de deplasare in timp cu TD si cea de
reflectare cu TF, se poate scrie

ID,[x[n]]=x[n—-k],k>0

TF[x{n]] = x{-n]

TD, {TF[x[n]]} = ID, [x[-n]] = x[-n + k]
in timp ce

TF{TD,[x[n]]} = TF[x{n— k1] = x[-n— k]

Exemplul 2.3.

Fie semnalul x[n] reprezentat in figura 2.9. Sa se reprezinte
semnalul obtinut prin reflectarea si deplasarea spre dreapta cu 2 unitati a
semnalului x[n], precum si cel obtinut prin deplasarea spre dreapta cu 2

unitati si apoi reflectarea semnalului x[#n].

Solutie. In figura 2.9 s-au reprezentat semnalele x,[n]=x[-n],
adica x[n] reflectat, x,[n]=x[-n+2], adica x[n] reflectat si deplasat 2
unitati spre dreapta, x,[n]=x[n—2], adica x[n] deplasat cu 2 unitati spre
dreapta si x,[n]=x[-n—2], adica x[n] deplasat 2 unitati spre dreapta si
apoi reflectat.
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#[n]

ol B

S4-3-2-10123 4546

01

tx, [n]=x[-1] E (1] =] -1r+2]
| | [ [ | | [ [ [
S 41210123456 5 A4-3-2-10123 456
%5 [n]=x{n-2] [ 2y[n=-n-2]
1234;:6 BEEREEE ‘

5 4.3-2-10

Figura 2.9. Ilusrarea necomutativitatii operatiilor de deplasare in timp si reflectare

Decimarea semnalului. Operatia de decimare a semnalului consta

in inlocuirea variabilei independente n cu Mn, unde M € N , adica
x,, [n]=x[Mn] (2.29)

Aceasta operatie se mai numeste de scalare a axei timpului sau
subesantionare si este ilustrata in figura 2.10a, pentru M=2.

Semnalul x,, [n]= x[2n] are o "derulare" mai rapida decét x{n].

Interpolarea semnalului. Operatia de interpolare conduce Ia
obtinerea unui semnal cu "derulare mai lenta", dat de relatia

n
x| — |,daca L divide pen,L € N
x,:[n]= [ L} p (2.30)
0, In rest

prin introducerea a L-1 wvalori nule intre doua esantioane
consecutive ale semnalului x[n]. Aceasta operatie este ilustrata in figura

2.10b, pentru L=2.
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alins 1

5453210123 4546 54321012353 4546

2¢[n] +[n]
{n/7]
5432001273 456 _5_4_3.2.101234;6.

Figura 2.10. Ilustrarea operatiilor de a) decimare, b) interpolare

Sumarea, multiplicarea i scalarea secventelor
Suma a doua semnale x,[n] si x,[n] este un semnal y[n] ale carui

valori la un anumit moment sunt egale cu suma valorilor semnalelor
implicate in suma la acel moment

y[n]:xl[n]+x2[n], neZz (2.31)

Produsul a doua secvente se obtine efectuand produsul esantion cu
esantion al secventelor

y[n] [ ] xz[n], neZz (2.32)
Scalarea amplitudinii unui semnal cu o constanta A se realizeaza

prin multiplicarea valorii fiecarui esantion al semnalului cu constanta A4
y[n]=4-xn], nez (2.33)

2.4. Sisteme discrete

Un sistem discret este un dispozitiv sau un algoritm care opereaza
asupra unui semnal discret, numit intrare sau excitatie, conform unor
reguli bine definite, pentru a produce un alt semnal discret, numit iesirea
sau raspunsul sistemului.

Semnalul de intrare x[n] este transformat de sistemul discret in
semnalul de iesire y[n], conform relatiei
yn]= Hlxnl] (2.34)
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unde H reprezinta transformarea (numitd uneori Si operator) sau
procesarea realizatd de sistem asupra lui x[n] pentru a produce y[n].
Grafic, relatia (2.34) este reprezentata in figura 2.11.

I[PE] Sistem discret y[ﬁz]
Sernnal de g Semmnal de tegire
titrare sau raspuns

fan excitafe

Figura 2.11. Reprezentarea unui sistem 1n timp discret

In continuare se va face referire numai la sisteme cu o singura
intrare si o singura iesire. Exista mai multe moduri de a caracteriza un
sistem discret si a descrie operatia pe care el o executa asupra intrarii
pentru a obtine raspunsul sistemului. Unul dintre acestea consta in
descrierea sistemului printr-o relatie intrare — iesire, ignorandu-se detaliile
de structura interna sau de realizare a sistemului, acesta fiind vazut ca o
"cutie neagra". Aceasta situatie este descrisa de notatia

x[n]L) y[n] (2.34")
echivalenta cu (2.34).

Exemplul 2.4.
Relatia intrare — iesire este exemplificata prin urmatoarele
sisteme, in care semnalul de intrare se considera a fi

—-3<n<3
R
0, inrest

a)  y[n]=xn]

b)  yln]=xln-1]

o) yln]=xln+1]

@ o= bl e sl xfn-1]

e)  yln]=max{x[n+1]}xfn} xfn 1]}

Y y[n]:k_i_w k)= xn ]+ x[n—1]4+ xfn—2]+ ... (2.35)

Semnalul de intrare poate fi scris explicit sub forma secventei
x[n]=1.0,3,2,1,0,1,2,3,0...}
T
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Iesirea sistemelor este
a) y[n]=1.0,3,2,1,0,1,2,3,0..}
T

Se observa ca iesirea este identica cu intrarea si sistemul se
numeste identitate.

b y[n]=1.0,3,2,1,0,1,2,3,0..}
A 0
In acest caz sistemul intdrzie cu un esantion semnalul de intrare.
¢ y[n]=1.0,3,2,1,0,1,2,3,0.}
T

Acest sistem "avanseaza" sau anticipeaza semnalul de intrare cu
un esantion.

5 2 5
d n(={.0,1,—-,2,1, —, 1,2, —, 1, 0...
) yln]={ 3 5 . }

In acest caz, sistemul realizeaza media aritmetica a esantionulului
prezent, trecut si urmator pentru fiecare moment de timp.

e y[n]=1{.0,3,3,3,2,1,2,3,3,3,0..}

Acest sistem selecteaza la fiecare moment n valoarea maxima dintre
x[n—1], x[n] si x[n+1].

» y[n]=1.0,3,56,67,9120.}
T

Acest sistem este un acumulator, calculind suma tuturor
esantioanelor trecute pana la momentul respectiv.
Pentru unele din sistemele considerate in exemplele precedente se

observa ca iesirea la un moment n =n, nu depinde numai de intrarea de
la n=n, (adica x[n,]), ci si de valorile intrarii la momente dinainte si
dupa n,.

In exemplul acumulatorului relatia intrare — iesire care 1l defineste
poate firescrisa echivalent sub forma
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n—1

Vnl= Sadk]= S k] xfn]= yln - 1]+ xfn] (2.35)

k=—0 fk=—00
care justifica numele de acumulator, sistemul calculand valoarea curenta a
iesirii prin adunarea (acumularea) valorii curente a intrarii la valoarea
precedenta a iesirii.
Pentru acest exemplu se presupune ca semnalul de intrare este
cunoscut pentru n < n; si se doreste sa se determine iesirea y[n] pentru

nzmng,.
Pentru n=n,, n,+1, ..., relatia (2.35) devine
Mo l=ylng =11+ xln, ].
ylng +1]= yng |+ xlny +1]
s.a.m. d.
Se observa ca in calculul lui y[n,] intervine y[n, —1], care se

poate calcula cu relatia
ny—1

y[ne =1]= Y x[k],

k=—0

adica y[n, —1] reprezinta efectul tuturor intrarilor anterioare momentului
n, asupra sistemului. Raspunsul sistemului pentru n > n,, la semnalul de
intrare x[n] aplicat la momentul n, depinde de semnalul de intrare la
momentul n, si toate intrarile aplicate anterior. In consecinta, y[n] pentru
n>n, nu este unic determinat de intrarea x[n] pentru n>n, .

Informatia suplimentara necesara determinarii lui y[n] pentru
n>n, este conditia initiala y[n,—1], care sintetizeaza efectul intrarilor
anterioare asupra sistemului. Conditia initiala y[no —1] impreuna cu
secventa de intrare x[n] pentru n>n, vor determina in mod unic
secventa de iesire y[n] pentru n > n, .

Daca acumulatorul nu a avut nici o excitatie inainte de n,,
conditia initiala y[n0 —1]: 0, caz 1n care sistemul se zice ca este inifial
relaxat. In acest caz, iesirea y[n] depinde numai de secventa de intrare
x[n] pentru n > n,.
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De obicei, sistemele se considera relaxate la n=-co. Daca
intrarea se aplica unui sistem de la n =—o0, iesirea sistemului este unic
determinata de secventa de intrare.

Se observa, in cazul acumulatorului, ca pentru a determina in mod

unic secventa de iesire y[n] pentru n>n,, este necesard o singura
conditie initiala. In general, pentru sisteme discrete, informatia
suplimentara constituita de setul de valori y[n, 1], y[n,—2]....

y[n, — N] necesare determinarii iesirii y[n] pentru n = n,, la secventa
de intrare x[n] pentru n > n,, poarta numele de conditii initiale. Daca

acestea sunt nule, sistemul este initial relaxat. Aceste notiuni vor fi
reluate n paragraful 2.5, unde se va introduce descrierea sistemelor
discrete cu ajutorul ecuatiilor cu diferente.

Exemplul 2.5.
Se considera acumulatorul descris de (2.35) excitat de secventa

x[n]=n-u[n]. Sa se determine secventa de iesire in conditiile:
a) sistemul este initial relaxat ( y[— 1] =0);
b) y[-1]=1.
Iesirea sistemului este definita ca
n -1 n n
nl= Yalkl= Falkl+ 2 lk]=yl-1]+ 2 k]
f=—00 fk=—o0 k=0 k=0
2 B n(n + 1)

Dar Zx[k] =

k=0 2
n(n + 1)
2

a) Daca y[-1]=0— y[n]= , n=0;

n+1)_n2+n+2
2 2

b) Daca y[—l]zl—)y[n]:1+n( , n=0.

2.4.1. Reprezentarea simbolica a sistemelor discrete
Operatiile asupra semnalelor discrete reprezentate prin secvente

sunt realizate de sisteme discrete a caror reprezentare simbolica este data
in continuare.
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Sumator.

Figura 2.12. Reprezentarea simbolica a sumatorului

Multiplicator cu o constanta

r] a Ml=a- aln]

Figura 2.13. Reprezentarea simbolica a multiplicatorului cu o constanta

Multiplicator de semnal
nl ylnl= xln] xln]

£

& [”]

Figura 2.14. Reprezentarea simbolica a multiplicatorului

Element de intarziere
I[PE] 1 y[ﬂ]: I[PE— 1]

= =

Figura 2.15. Reprezentarea simbolica a unui element de intarziere

Element de anticipare

I[PE] y[ﬂ]: x[yz + 1]

o z

Figura 2.16. Reprezentarea grafica a unui element de anticipare

Observatie. Operatia de anticipare este nerealizabila fizic intr-un sistem
de timp real.

Exemplul 2.6.
Cu ajutorul blocurilor constructive prezentate anterior sa se
reprezinte diagrama bloc a sistemului discret descris de
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y[n]: %y[n—l]+5x[n]+ 2x[n—2].

Solutie. Din relatia intrare — iesire care caracterizeaza sistemul se
observa ca acesta poate fi implementat cu ajutorul a 3 multiplicatoare, 2
sumatoare si 3 elemente de intarziere.

gl z! Z! : o > | g i
F IE z!
R,

Figura 2.17. Reprezentarea diagramei bloc pentru sistemul din exemplul 2.6.
2.4.2. Clasificarea sistemelor discrete

In analiza si proiectarea sistemelor discrete este de dorit
clasificarea lor in functie de proprietatile generale pe care acestea le au.
Din acest motiv este necesara specificarea unor proprietati ale acestora
care pot fi folosite in descrierea caracteristicilor lor generale.

2.4.2.1. Sisteme discrete statice si dinamice

Un sistem discret se numeste static sau fara memorie daca iesirea
sa la un moment oarecare n depinde numai de intrarea din acel moment.

In caz contrar, sistemul se numeste dinamic sau cu memorie. Daca
iesirea unui sistem la un moment n este complet determinata de intrarile
x[n—NJ,...,x[n] (N=0), se spune ca acesta are memorie de ordinul N.
Daca N este finit, sistemul este cu memorie finita, iar daca N = oo,

sistemul are memorie infinita.
Exemple de sisteme statice (fara memorie)

a) yln]=axln];
b) y[n]=nx[n]+bx*[n].

Exemple de sisteme dinamice (cu memorie)
¢) y[n]=x[n]+3x[n-1];

d) y[n]= éX[n —kJ;
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0

& ol 3 aln-].

k=0
Sistemele ¢) si d) au memorie finita, in timp ce e) are memorie infinita.

Se observa ca sistemele statice sunt descrise in general de o relatie
intrare — iesire de forma

yln]= Flx[n] n] (2.36)
si nu includ elemente de Intarziere (memorie).

2.4.2.2. Sisteme discrete invariante si variante in timp
Sistemele pot fi impartite in doua mari categorii:
- sisteme invariante in timp;
- sisteme variante in timp.
Prin definitie, un sistem relaxat, descris de operatorul H este
invariant in timp daca si numai daca
H
xfn}—= y[n]
implica
x[n—k]L)y[n—k] (2.37)
pentru orice semnal de intrare x[n] si orice deplasare k.
Pentru a determina daca un sistem este sau nu invariant in timp se
procedeaza in felul urmator:
Se considerd o intrare arbitrara x[n], care va produce raspunsul y[n]. Se
intdrzie semnalul de intrare cu k unitati si se recalculeaza iesirea. In
general, aceasta se poate scrie
yln, k]= Hlxn—k]] (2.38)
Daca iesirea y[n, k| este egald cu y[n—k] pentru toate valorile lui k,
sistemul este invariant in timp. in caz contrar, daca y[n, k]#= y[n—k],
chiar pentru o singura valoare a lui £, sistemul este variant in timp.

Exemplul 2.7.
Sa se determine daca sistemele descrise de urmatoarele relatii
intrare — iesire sunt sau nu variante in timp.

a) yln]=H[xln]l= x{n] - xln-1];
b) ylnl= Hlx[n]|=n-x[n]:
¢) y[n]=x[n]coswyn.
a) y[n, k]=H[x[n—k]]=x[n—k]-x[n -k -1]
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yln—k]=x[n—k]-x[n—k -1]
Deoarece y[n, k|= y[n—k]|, rezulta ca sistemul este invariant in timp.
b) y[n, k|=H[x[n—k]|=n-x[n—k]
M =k]=(n=k)- xln - k]
Se observa ca y[n, k|# y[n— k], rezulta ca sistemul este variant in timp.
¢) yl[n, k)= H[x[n—k]]= x[n — k] coswyn
y[n—k]=x[n—k]cosw,(n—k)

Deoarece y[n, k] # y[n - k], rezultd ca sistemul este variant in timp.

2.4.2.3. Sisteme discrete liniare si neliniare

Prin definitie, un sistem discret este liniar, daca satisface
principiul superpozitiei. Cu alte cuvinte, in acest caz, raspunsul sistemului
la o suma ponderata de semnale de intrare este egal cu suma raspunsurilor
sistemului la fiecare din semnalele de intrare, ponderate corespunzator,
adica un sistem discret, relaxat, caracterizat de operatorul H este liniar,
daca

Hla,x,[n]+ a, x,[n]]= a, H[x,[n]|+ a, H[x, [n]] (2.39)
pentru orice secvente de intrare arbitrare x, [n] sl X, [n] sl pentru orice

constante arbitrare a, si a, .

Relatia (2.39) implica proprietatile de scalare si aditivitate ale
sistemelor liniare si poate fi extinsa la orice combinatie ponderata de
semnale de intrare, pe baza inductiei. Intr-adevar, daca se presupune ca

{l- T ] o sl Sal]

unde y,[n]=Hl[x,[n]], k=1, 2, ... M -1, este adevarata pentru M —1
semnale, atunci pentru semnalul

gakxk[n]=x[n1+aMxM[n1,

iesirea sistemului este

H S b =L s, )= e s ]

~Sanlleall-Zanbl
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In general, din (2.39) se observa ca un sistem relaxat, liniar, cu intrarea
zero produce iesirea nula. Daca un sistem produce o iesire diferita de zero
la intrare zero, el este fie nerelaxat, fie neliniar.

Daca un sistem discret nu satisface principiul superpozitiei, el se
numeste neliniar.

Exemplul 2.8.
Sa se determine daca sistemele descrise de urmatoarele relatii
intrare — iesire sunt sau nu liniare.

a) yn]=H[x[n]l=n-xn];
b) )= Hln]l= o2
©) ylnl=H[xn]]=x*[n].
Solutie.
a) Pentru doua secvente de intrare x[n] si x,[n], iesirile
corespunzatoare sunt
nln]=n-xn]
ya[n]=n-x;[n]
O combinatie liniara a celor doua semnale de intrare are ca
rezultat iesirea

v3[n]= Hlayx,[n]+ ayx,[n]] = nla,x, [n]+ a,x, [n] ]

= aynx,[n]+aynx,[n]= a,y,[n]+ a,p, [n]
care este o combinatie liniara a iesirilor corespunzatoare, deci sistemul
este liniar.

b) ll=xl]. =]

V3 [”] = H[a1x1 [”]"‘ a, X, [”]] =a1x [”12 ]"‘ a,Xx, [”2]: a1y [”]"‘ ay, [”]
deci sistemul este liniar.

) nln]=x?[n], va[n]=x3[n]

V3 [”l] = H[alxl [”]"‘ a) X, [”]] = a12x12 [”]"‘ 2a,a,x, [”]xz [”]"‘ azzxf [”] =
= alzyl[n] + a22J’2[”] +2a,a,x,[n]x,[n]

Combinatia liniara corespunzatoare a iesirilor y, [n] sl y, [n] este

ay[n]+ary,[n]=a\x} [n]+ a,x3[n]# y; n],

deci sistemul este neliniar.
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2.4.2.4. Sisteme discrete cauzale si necauzale
Un sistem discret este cauzal daca iesirea sa la un moment #,

y[n], depinde numai de valoarea prezentd si cele trecute ale intrarii
(x[n] x[n—1]..) si de nici o valoare viitoare (x[n+1],x[n+2]...).
Matematic, iesirea unui sistem cauzal poate fi scrisa sub forma

y[n] = F[x[n],x[n - 1],x[n - 2], ] (2.40)
unde F' [] este o functie arbitrara. Un sistem discret care nu satisface

relatia (2.40) se numeste necauzal. Un sistem necauzal nu este realizabil
fizic.

Exemplul 2.9.
Sa se stabileasca daca sistemele descrise de urmatoarele relatii
intrare — iesire sunt sau nu cauzale.

a) yn]=xln]-aln-1];
b) y[n]=x[n+1]-x[n];
©) yln]=x]n’ |
d) y[n]=x[-n].
Solutie
a) cauzal;
b) necauzal;
¢) necauzal;
d) necauzal (de exemplu, pentru n = —1, y[—l] = x[l]).
Prin analogie cu sistemele cauzale, se definesc secventele cauzale cele
care sunt egale cu zero pentru n<0. In caz contrar, ele se numesc

necauzale. Daca o secventa este diferita de zero numai pentru n<o0,
aceasta se numeste pur necauzala.

2.4.2.5. Sisteme discrete stabile si instabile

Stabilitatea este o proprietate importantd care trebuie avuta in
vedere 1n orice aplicatie practica. Un sistem oarecare, relaxat, se spune ca
este stabil in sens MIME (Marginit la Intrare Marginit la iEsire), daca si
numai daca orice semnal de intrare limitat produce un semnal de iesire
limitat (se mai foloseste acronimul englezesc BIBO de la Bounded Input
— Bounded Output, in specificarea sistemelor stabile). Matematic, aceasta
se poate scrie

daca |x[n]|<M, <oo;  atunci|y[n]|<M, <o (2.41)
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Implicatiile pe care le are stabilitatea pentru sistemele liniare invariante in
timp vor fi discutate in paragraful 2.4.7.

Se spune ca un sistem cauzal si stabil este realizabil. In caz contrar este
nerealizabil.

Alte clasificari ale sistemelor discrete in functie de raspunsul la
impuls si de modul de implementare vor fi prezentate in paragrafele 2.4.8
si 2.4.9, dupa introducerea descrierii sistemelor discrete cu ajutorul
ecuatiilor cu diferente si a sumei de convolutie.

2.4.3. Analiza sistemelor discrete, liniare, invariante in
timp (SDLIT) Suma de convolutie

In continuare se vor trata sisteme discrete, liniare, invariante in
timp, pentru care se va arata ca sunt complet caracterizate in domeniul
timp de raspunsul la impuls.

Exista doua metode de baza, folosite in analiza raspunsului
sistemelor discrete liniare la un semnal de intrare dat. Una se bazeaza pe
obtinerea solutiei din ecuatia intrare — iesire care caracterizeaza sistemul,
care are, in general, forma

y[n]z —Zak y[n—k]+ Zbk x[n—k] (2.42)
k=1 k=0

unde a, si b, sunt parametri constanti care caracterizeaza sistemul si
independenti de x[n] si y[n]. Relatia (2.42) se numeste ecuatie cu
diferente a sistemului discret, liniar, invariant in timp.

A doua metoda se bazeaza pe folosirea raspunsului la impuls al
sistemului. Ca o consecinta a proprietatilor de liniaritate si invarianta in
timp, raspunsul sistemului la un semnal de intrare arbitrar poate fi
exprimat in functie de raspunsul sau la impuls cu ajutorul sumei de
convolutie. Pentru determinarea raspunsului unui sistem liniar la un
semnal de intrare dat, acesta se descompune intr-o suma de semnale
elementare componente si, folosind proprietatea de liniaritate a
sistemului, raspunsurile sistemului la semnalele elementare se sumeaza
pentru a forma raspunsul total.

Orice semnal x[n] poate fi descompus intr-o suma de impulsuri
scalate si intarziate, conform relatiei (2.6). De exemplu, secventa
x[n]=1{2, 4, 0,3} poate fi scrisa sub forma

0 x[n]=28[n+1]+48[n]+38[n-2]
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Se defineste raspunsul sistemului y[n,k] la un impuls aplicat la
momentul 7 —k cu relatia

yln, k)= hln k)= H[8[n - k]] (2.43)

In (2.43), n desemneaza timpul, iar k arata localizarea in timp a

impulsului de intrare.
Considerand semnalul de intrare dat de (2.6), raspunsul sistemului va fi

y[n]= H{ ix[k]s[n - k]} (2.44)

k=—o0
Sistemul discret fiind liniar, conform principiului superpozitiei, rezulta
Wil= Sl ol -l = SdklilnA] (2.45)
k=—0 k=—o0
Daca sistemul discret liniar este si invariant in timp, adica daca
H .
8[n]—="— h[n] atunci (2.46)
8[n—k|—H s hn—k],
relatia (2.45) devine
yln]= > k]n[n k] (2.47)

k==

Relatia (2.47) este cunoscuta sub denumirea de sumd de

convolutie si din aceasta rezulta ca, daca pentru un sistem discret liniar

invariant in timp se cunoaste raspunsul la impuls, se poate deduce

raspunsul sistemului la orice secventd de intrare. Functia A[n] se mai
numeste functie pondere.

Pentru calculul iesirii la un anumit moment n = n, se efectueaza

urmatoarele operatii elementare:
1. Reflectarea. Raspunsul la impuls h[k] este "reflectat" fata de k=0

pentru a obtine A[—k].

2. Deplasarea in timp. Se deplaseaza h[— k] cu n, unitati de timp spre
dreapta (stinga) daca n, este pozitiv (negativ) pentru a obtine
h[ny —k].

3. Multiplicarea. Se inmulteste x[k] cu h[n, —k] pentru a produce
secvente de tipul v, [k]= x[k] [n, —k].

4. Sumarea. Se sumeaza toate valorile secventei produs v, [k] pentru a

se obtine iesirea la momentul n=n, .
52



Pasii 2+4 trebuie repetati pentru toate valorile posibile ale lui #, pentru a

obtine y[n] pentru —oo<n<oo. Operatia de convolutie este simetrica,

adica nu conteaza care din cele doua secvente este reflectata si deplasata.
Intr-adevar, daca in (2.47) se efectueaza schimarea de variabila m=n-k,
atunci k=n-m,

yln]= Zx[n — m]h[m] (2.48)
Revenind la indexul k, se obtine
nl= X xln—k]nlk] (2.48")
k=—o0
relatie care arata, de fapt, ca suma de convolutie este comutativa.
Exemplul 2.10.
Sa se determine raspunsul sistemului care are raspunsul la impuls
1, n=-1
1, n=0
2, n=0
) 2, n=1
hln]=41, n=1 laintrarea x[n]=
3, n=2
-1, n=2 i
. 0, 1nrest.
0, n rest.

Solutie. Conform pasilor descrisi anterior, se calculeaza intai

].
h-k]={..,0,-1,1,2,1,0,...}
. T
Wo]= 3 k]a[~ k] = x[0]n[0]+ x[1]A[-1]= 4

y[1]= kiwx[k]h[l — k]=x[0]a[1]+ x[t]A[0]+ x[2]A[-1] =8
y[2]= kiox[k]hp —k]=x[0]n[2]+ x[1]a[1]+ x[2]n[0] = 7

WBl= gx[k]hb—k]:x[l]h[2]+x[2]h[1]=l

)= Salklifa- 4= f2i2)=-3

8
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Fig. 2.18. Convolutia a doua semnale de
durata finita N, si N,. Convolutia are durata N,+ N,-1
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Grafic, rezultatele anterioare pot fi urmarite pe figura 2.18. A[—k] se
deplaseaza cu n unitati. Pentru n>0, deplasarea este spre dreapta si pentru
n<0, spre stdnga. Conform pasilor prezentati anterior, pentru o valoare n
data, se efectuaza produsele dintre x[k] si A[n—k], esantion cu esantion,
si apoi se sumeaza.

Daca semnalele au durata finita, avand N,, respectiv N, esantioane,
cuprinse intre -N; si -N;+N,-1, respectiv -N, si -N,+N,-1, convolutia lor
are durata finita, avind N,+N,-1 esantioane, produsul x[k]h[n—k] fiind
zero pentru toti k atunci cand n < -(N,#N,) si n>-N,+N,-1-N,+N-1. In
cazul exemplului considerat, N,=3, N,=4, N,=0, N,=1 si produsele
x[kJh[n—k] sunt zero pentru n<-1 si n>4. Prin urmare, nu se pune
problema convergentei sumei de convolutie, daca ambele semnale au
durata finita si, evident, fiecare din semnale este marginit

x[n]|<M|,VneZ, |hn]<M,VneZ.

Exemplul 2.11.
Sa se determine convolutia dintre semnalul x{n] de durata

nemarginita x[n]=a"u[n], si h[n]=u[n]-u[n—N,], care este nenul
doar pentru 0, 1, 2, N,-1, adica are lungimea N,.

Solutie. Convolutia acestor semnale este ilustrata in figura 2.19.
Unul din semnale fiind de durata nemarginita, si convolutia va avea
durata infinita si, prin urmare, se va pune problema convergentei sumei ce
reprezinta convolutia pentru toate valorile lui n.

Din figura se observa ca pentru n<0, > x[k]h[n—k]=0.

k=-o0
n l_an+1
Daci 0<n<N,, (x*h)n]= >a' =
k=0 l-a
n ~ 1—a?
Daca n>N,, (xxh)n]= Ya* =a"™" " —
k=n—N,+1 l-a

2.4.4. Proprietatile sistemelor discrete, liniare, invariante
in timp si interconectarea acestora

Deoarece raspunsul unui SDLIT este dat de o suma de convolutie,
proprietatile acestei clase de sisteme sunt definite de proprietatile sumei
de convolutie discrete, care este comutativa si asociativa.
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1. Comutativitatea sistemelor si conectarea lor 1in cascada.
Proprietatile de comutativitate si asociativitate ale sumei de convolutie
conduc la comutativitatea SDLIT. Pentru a ilustra acest lucru, se
considera sistemele din figura 2.20a si b.

nlrl= (a1 byl = (dnl* ln)) < bylnl=anl* (ln<holn) = ) o
x[n]# (hy[n]* [n]) = (x{n]) % hy[m])* b [n] = x,[n] % y[n] = y, ],
Sistemele din figura 20 a si b sunt echivalente cu sistemul din figura 20 c.
Se constata ca intr-o cascada de sisteme discrete, liniare, invariante in
timp nu conteaza locul acestora in cascada, deoarece, indiferent de pozitia
acestora, pentru acelasi semnal de intrare se obtine acelasi semnal de
iesire. Ca o consecintda a proprietatii de comutativitate si asociativitate,
raspunsul la impuls al unei cascade de SDLIT este independent de ordinea
sistemelor in cascada.

A P S I P | P e
(a) (h)
ﬁh ;21[.”2]*.':32[?3] ﬂ!—
(c)

Figura 2.20. Ilustrarea proprietatii de comutativitate a SDLIT

2. Impulsul unitateS[n] este element neutru pentru suma de
convolutie

sfn]*8[n]= 3 xlk]8[n—k]=

k=—o0

= ... x[n—1]8 1]+ x[n]8[0] + x[n +1]8 [~ 1]+ ... = x[n]

deci, daca la intrarea unui sistem discret liniar se aplica x[n]=8[n] la
iesire se obtine

(2.51)

ynl=8[n]xhln]=hln] (2.52)

3. Daca la intrarea unui SDLIT se aplica 3[n—n, ], 1a iesire se obtine
h[n—n,], adica
8[n —ny |* h[n]= hln—n, | (2.53)

4. Un sistem avind raspunsul la impuls %[n]=58[z] nu modifica
semnalul de intrare
y[n]=x{n] (2.54)
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In contextul conectarii in cascada a sistemelor se introduce notiunea de
sistem invers, caracterizat prin raspunsul la impuls #; [n] care satisface
relatia

hn]x h,[n]=8[n] (2.55)

5. Conectarea in paralel a SDLIT. In figura 2.21 (a) este prezentata
conectarea in paralel a doua sisteme /,[n] si h,[n]. Se poate arata simplu

ca acesta este echivalent cu sistemul din figura 2.21 (b).
Intr-adevar, conform figurii 2.21.a, se poate scrie

yin] = y,[n]+ v,[n] = x[n]* h[n]+ x[n]* hy[n] = x[n]* (,[n]+ A, [1]) 2.56)

nl#]
A7) SN }i[ﬂi X[PE]_} PR ﬂ
> faln] (k)
@ ya[#]

Figura 2.21. Conectarea in paralel a doua SDLIT
2.4.5. Raspunsul SDLIT la treapta unitate

Desi raspunsul la impuls joaca un rol esential in analiza si sinteza
sistemelor discrete, liniare, invariante in timp, uneori prezinta interes
utilizarea raspunsului la treapta unitate pentru a obtine raspunsul
sistemului la o intrare arbitrara. Raspunsul la treapta unitate x[n]=u[n]

se obtine utilizdnd suma de convolutie
y[nl=s[n]l= Y. hlkuln—k]= > hk] (2.57)
k=—o0 k=—0

Din aceasta relatie se poate obtine explicit raspunsul la impuls in functie
de raspunsul la treapta unitate, dupa cum urmeaza:

s[n]=h[n]+ nfh[k] = h[n]+s[n—1] (2.58)
k=—00

de unde rezulta
h[n]=s[n]—s[n—1] (2.59)
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Pentru a obtine raspunsul y[n] al sistemului la semnalul de intrare x[n],
se inlocuieste A[n] dat de (2.59) in relatia (2.47).

e}

yinl= > x[k][sln—k]-s[n—k—1]]= ix[k]s[n —k]- ix[k]s[n —k-1]
fk=—00 fk=—o0

fe=—o0
(2.60)

Cunoscand raspunsul s[n] al unui sistem la treapta unitate, se defineste

convolutia dintre acesta si un semnal oarecare de intrare ca fiind

y,[n]= 2 xlklsln—k] (2.61)

k=—o0
Raspunsul y[n] al sistemului la intrarea x[n] se poate exprima sub forma
yn]=ysn]=yn—1] (2.62)

2.4.6. Cauzalitatea sistemelor discrete, liniare, invariante
in timp exprimata in functie de raspunsul la impuls

In cazul SDLIT cauzalitatea poate fi exprimata in functie de
raspunsul la impuls al sistemului. Pentru a determina aceasta relatie, fie
un SDLIT a carui iesire la un moment n=n, este data de suma de
convolutie

Mngl= S HkTng — k] (2.63)

k=—0
care se imparte in doi termeni, unul continand valoarea prezenta si cele
trecute ale intrarii (x[n] pentru n<n;) si unul care contine valorile

viitoare ale intrarii (x[n] pentru n > n;).
0 —1

yngl= D hlkIx[ng —k1+ X hlklxln, —k]=
k=0 k=—o0

[A[01x[n, 1+ A1Ix{ 1y — 11+ ...]+ [A[~11x[ny + 11+ A[-2]x{ny + 2] +...]
Cum pentru un sistem cauzal iesirea la momentul n, depinde numai de
valoarea prezenta si cele trecute ale intrarii, rezulta ca raspunsul la impuls
al sistemului trebuie sa satisfaca conditia

hn]=0 pentru n<0 (2.65)
Deoarece Ah[n] este raspunsul la impuls al SDLIT relaxat, rezulta ca
relatia (2.65) este conditia necesara si suficienta pentru cauzalitate.
Datorita acestei conditii limitele sumei pot fi modificate pentru a reflecta
aceasta restrictie, obtinandu-se

(2.64)
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y[n]= ih[k]x[n K= Skl — k] (2.66)
k=0 k=—o0

Anterior s-a intodus notiunea de secventd cauzala pentru a denumi o
secventa care este zero pentru n<O si de secventa necauzald pentru a
denumi o secventa care este diferita de zero pentru n<0. Aceasta
terminologie semnifica faptul ca astfel de secvente pot fi raspunsurile la
impuls ale unui sistem cauzal, respectiv, necauzal.

Daca la intrarea unui SDLIT cauzal se aplica o secventa cauzala,
suma de convolutie devine

Mn)= Y hlk{n— k1= 3 <[kl — k] 2.67)
k=0 k=0

Raspunsul unui SDLIT cauzal la un semnal de intrare cauzal este, de
asemenea, cauzal, deoarece y[n]=0, pentru n<0.

2.4.7. Stabilitatea sistemelor discrete, liniare, invariante
in timp exprimata in functie de raspunsul la impuls

Conditia de stabilitate in sens MIME din paragraful 2.4.2.5 poate
fi exprimata pentru SDLIT 1n functie de caracteristicile sistemului. Fie un
SDLIT caracterizat de raspunsul la impuls A[n] caruia i se aplica un

semnal de intrare marginit |x[n]| <M, <. lesirea sa este data de suma
de convolutie (2.48").

i Wklxn—k] < §j|k[k]||x[n —k] <M, i|h[k]| (2.68)
fk=—0 k=—0 k=—0

Din relatia (2.68) se observa ca semnalul de iesire va fi marginit daca
raspunsul la impuls al sistemului satisface conditia

i|h[k]| <oo (2.69)
k=—o0

Mn] =

In concluzie, un SDLIT este stabil in sens MIME daca raspunsul sau la
impuls este absolut sumabil.

2.4.8. Sisteme discrete cu raspuns finit la impuls si
raspuns infinit la impuls

Asa cum s-a aratat anterior, SDLIT pot fi caracterizate in functie
de durata raspunsului lor la impuls. Aceste sisteme se Tmpart in doua
clase, si anume: cele al caror raspuns la impuls are durata finita, numite
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sisteme FIR (acronimul provenind de la initialele englezesti "finite
impulse response") si cele al caror raspuns la impuls are durata infinita,
numite sisteme IIR ("infinite impulse response").

Un sistem FIR are un raspuns la impuls egal cu zero in afara unui
interval finit. Fara a pierde din generalitate, pentru sistemele FIR cauzale
se poate scrie

h[n] =0, pentrun<0si n>M (2.70)
caz in care suma de convolutie devine
M-l
ylnl= Y k] dln— k] 2.71)
k=0

O interpretare utila a acestei expresii se obtine observand ca iesirea la
momentul # este o suma ponderata a esantioanelor semnalului de intrare
x[n] x[n 1] ... x[n =M +1]. Cu alte cuvinte, sistemul pondereaza cu
valorile raspunsului la impuls h[k] cele mai recente M valori ale
esantioanelor de semnal si sumeaza cele M produse. In consecinta,
sistemul actioneaza ca o fereastra care "vede" numai ultimele M
esantioane ale intrarii pentru a obtine iesirea. Cu alte cuvinte, un sistem
FIR are o memorie finita de ordin M.

Spre deosebire de sistemele FIR, un sistem IIR are raspunsul la
impuls de durata infinita si, cu ajutorul sumei de convolutie, raspunsul
sau este

V[ = z Hli] [ - k] 2.72)

unde s-a presupus sistemul cauzal (limita inferioara a sumei este £k =0),
desi aceasta presupunere nu era absolut necesara.

Se observa ca in calculul raspunsului sunt implicate valoarea
prezentd si toate valorile precedente ale intrarii, deci sistemul are
memorie infinita.

2.4.9. Sisteme discrete recursive si nerecursive

Anterior s-a aratat cum se poate obtine iesirea unui SDLIT cu
ajutorul sumei de convolutie In functie de esantioanele semnalului de
intrare. Exista multe sisteme pentru care este mai convenabil a se exprima
iesirea nu numai in functie de valoarea prezenta si cele anterioare ale
intrarii, ci si in functie de valorile precedente ale iesirii.
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Exemplul 2.12.
Fie sistemul definit de relatia

n
yinl=—— 3xlk] (2.73)
n+l k=0
care calculeaza media esantioanelor acumulate (media cumulativa).
Din (2.73) se observa ca pentru calculul iesirii y[n] este necesara
stocarea tuturor esantioanelor x[k ] , pentru 0<k<n. Aparent, este

necesara o memorie care creste liniar cu numarul esantioanelor de la
intrare. Pentru sistemul descris de relatia (2.73) este mai usor sa se

calculeze y[n] in functie de y[n—l] si x[n]. Intr-adevar, printr-o
rearanjare simpla a relatiei (2.73) se obtine

n—l1
(n+1) y[n]= Zx[k]+ x[n]=n-y[n—1]+x[n] (2.74)
k=0
si atunci
n 1
=——yln—-1|+—— 2.
y[n] n+1y[n ]+n+1x[n] (2.75)
Acum media cumulativa se calculeaza mai usor, multiplicind valoarea

. n : :
precedenta a iesirii y[n—l] cu PUTE valoarea esantionului curent de
n+

, | A 3
intrare cu Py si apoi adunand cele doua produse.
n+

Conform relatiei (2.75), calculul lui y[n] necesita doua
multiplicari, o adunare si o locatie de memorie (element de intarziere),
dupa cum este aratat in figura 2.22.

Acesta este un exemplu de sistem recursiv. In general, iesirea unui sistem
cauzal recursiv poate fi exprimata astfel

y[n] = F[y[n - 1], y[n - 2], v y[n - N], x[n], x[n —1], v x[n —M]] (2.76)
unde F [] este o functie de argumentele sale. Ecuatia (2.76) este o
ecuatie recursivd, specificind un mod de calcul al iesirii sistemului in
functie de valorile precedente ale iesirii si valoarea prezenta si precedente
ale intrarii.

Spre deosebire de sistemul descris de (2.76), daca y[n] depinde
numai de valoarea prezenta si cele trecute ale intrarii, atunci

yln]= F[x[n] x[n -1}, ..., x[n - M]] (2.77)

si sistemul se numeste nerecursiv.
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Figura 2.22. Implementarea sistemului descris de (2.75)

Un sistem FIR, cauzal, descris de suma de convolutie
M
yln]= Zh[k] x[n—k]=h[0] x[n]+ A1] x[n—1]+ ... + B[M | x[n — M| =
k=0

= F[x[n] x[n—1],..., x[n - M]], (2.78)
unde F[-] este o suma ponderata a valorilor prezenta si trecute ale intrarii
cu valoarea raspunsului la impuls A[n],0 < n < M , este nerecursiv.

Diferenta de baza intre sistemele nerecursive si cele recursive
consta 1n prezenta la cele din urma a unei reactii ce contine cel putin un
element de intarziere.

Pentru calculul iesirii y[n, | a unui sistem recursiv care este excitat

cu un semnal aplicat la n =0, trebuie calculate toate valorile precedente
ale iesirii [0} y[1}..., y[n, —1]. Spre deosebire de aceasta situatie,

realizarea nerecursiva permite calculul lui y[n, | fara cunoasterea iesirilor

precedente. Din (2.76) se observa ca iesirea unui sistem recursiv se poate
determina daca se cunosc conditiile initiale si intrarea. Din punct de
vedere al contributiilor acestora in raspunsul sistemului se pot face
urmatoarele observatii:

1. Daca sistemul este initial relaxat la momentul » =0, memoria
sa ar trebui sa fie zero, deci y[— l]z ...=y[-N]=0. Deoarece memoria

se numeste rdspuns de stare zero sau rdspuns fortat si se noteaza cu
valn] sau y ;[n].

2. Daca sistemul este nerelaxat si intrarea sa este nula, raspunsul
sau se numeste rdspuns de intrare zero, notat y_[n]. Acesta se mai
numeste raspuns liber sau natural y,.[n].

3. Un sistem recursiv cu conditii initiale nenule este nerelaxat si
poate produce un semnal de iesire fara a avea excitatie.
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4. Pentru clasa sistemelor liniare raspunsul acestora este suma
celor doua raspunsuri, de intrare zero si de stare zero
yn]=yln]+y[n].

Intotdeauna este posibil a implementa un sistem FIR in maniera
nerecursiva, dar prin rearanjarea adecvata a relatiei (2.77) care descrie
sistemul, acesta poate fi implementat si recursiv.

Exemplul 2.13.
Fie un sistem FIR descris de ecuatia

1 M
y[n]= Wil ];)x[n — k] (2.79)

care calculeaza media mobila sau alunecatoare.
Conform relatiei (2.77), acest sistem este de tip FIR, cu raspunsul la
impuls

1

hln|= , 0<n<M 2.80
=~ (2.80)
si implementarea din figura 2.23.
XA
[] :-_Z'l ;-_Z'l ... :‘-Z-l
1
5 R Jh Mt ]
Wl WL w17 w1

Figura 2.23. Implementarea nerecursiva a unui sistem FIR
pentru calculul mediei mobile

Relatia (2.79) poate fi insa rearanjata sub forma

y[n]zﬁéx[n—l—kh (x[n]—x[n—l—M])z (2.81)

M +1

=y[n—l]+M1 (x[n]—x[n—l—M])

+1
Relatia (2.79), scrisa in forma echivalenta (2.81), poate fi implementata
ca 1n figura 2.24 in forma recursiva.

Un sistem IR nu poate fi implementat decat recursiv, deoarece
implementarea nerecursiva ar implica un numar infinit de celule de
intarziere.

In concluzie, termenii de FIR si IIR trebuie vazuti drept
caracteristici generale ale sistemelor referitoare la durata raspunsului la
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impuls, in timp ce termenii de recursiv si nerecursiv se refera la
posibilitatile de implementare ale acestora.

A a] o o _ J x[n—l—M]
1
—x A +1 -~ M &
Y '
Z-r1
—

Figura 2.24. Implementarea recursiva a unui sistem FIR care calculeaza media mobila

2.5. Corelatia semnalelor discrete

In sectiunile precedente semnalele s-au presupus deterministe,
adica fiecare valoare a secventei este unic determinata de o expresie
matematica, un tabel de atribuire sau o regula oarecare. In multe situatii
insa, procesele care genereaza semnale sunt mult prea complexe, astfel
incat descrierea lor este fie foarte dificila, fie imposibila. In aceste cazuri
este utila modelarea lor cu secvente aleatoare, a caror caracterizare
matematica se realizeaza pe baza mediilor de diferite ordine [15].
Semnalele aleatoare nu sunt absolut sumabile sau de patrat sumabil si, in
consecinta, nu au transformata Fourier, dar multe din proprietatile acestor
semnale pot fi descrise de functiile lor de autocorelatie sau de corelatie,
pentru care transformata Fourier exista adesea.

Ca si 1n cazul convolutiei, in cazul operatiei de corelatie sunt
implicate doua semnale. Spre deosebire de convolutie, scopul calcularii
corelatiei a doua semnale este de a obtine o masura a gradului in care cele
doua semnale sunt dependente si de a extrage informatii din aceasta
dependenta.

Operatia de corelatie este folosita in cazul radarului, sonarului,
comunicatiilor digitale si alte aplicatii. Spre exemplu, se presupune ca
exista doua secvente aleatoare x[n] si y[n] care trebuie comparate. In
cazul radarului sau sonarului x[n] poate reprezenta semnalul discret
transmis, iar y[n], semnalului receptionat. Daca tinta este prezenta,
semnalul receptionat y[n] consta din suma dintre semnalul reflectat de
tinta si zgomot, adica

64



y[n]=a x[n - D]+ wln], (2.82)
unde D — intdrzierea introdusa 1n semnalul reflectat, ¢ — un factor de
atenuare si W[I’l] — zgomot aditiv. Pe de alta parte, daca nu exista tinta in
spatiul investigat, semnalul y[n] consta numai din zgomot. Deoarece, in

general, semnalul reflectat de tinta este "inecat" 1n zgomot, se pune
problema detectiei tintei, adica, de a decide, pe baza semnalului
receptionat, daca tinta este sau nu prezenta si, in caz afirmativ, sa se
gaseasca Intarzierea D din care se poate determina distanta pana la tinta.
Inspectia vizuala a semnalului y[n] nu releva prezenta sau absenta
semnalului ax[n — D]. Operatia de corelatie intre semnalul transmis si cel

receptionat ofera un mijloc de a decide prezenta sau lipsa tintei.

O alta aplicatie a corelatiei, intdlnita adesea in comunicatiile
digitale, consta in detectia intre doua alternative. In acest caz semnalul
receptionat este de forma

yln]=x[n]+wln], i=0,1; 0<n<L-1 (2.83)
unde x, [n] si x, [n] reprezinta, de exemplu, "0" logic, respectiv, "1" logic.
Efectudnd corelatiile semnalului receptionat cu cele doua semnale x,, [n]
sl X, [n] generate local la receptie, se poate lua decizia care din cele doua
semnale x,[n] sau x,[n] este prezent in semnalul receptionat.

In cele ce urmeaza se va defini operatia de corelatie si
autocorelatie pentru semnale de energie finita si pentru semnale de putere
finita.

2.5.1. Corelatia si autocorelatia secventelor de energie
finita

Fie x[n] si y[n] doua semnale de energie finita. Secventa de
corelatie dintre x[n] si y[n] este o secventa r,, [l] definita cu relatia

0

r =Y xn]yln-1], 1=0;t1;22;... (2.84)
sau, echivalent o
ryll]= ix[n-i—l]y[n], [=0;+1;+2;... (2.85)

n=—o
Ordinea indicilor x si y indica directia in care o secventa este deplasata
fata de cealalta. In relatia (2.84) x[n] este nedeplasata si y[n] este
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deplasata fata de x[n] cu / unitati, spre dreapta pentru / pozitiv si spre
stinga pentru / negativ. In (2.85) y[n] este nedeplasata si x[n] este
deplasata cu / unitati spre stinga pentru / pozitiv si spre dreapta, daca /
este negativ.

Deplasarea lui x[n] spre stdnga cu / unitati fata de y[n]
echivaleaza cu deplasarea lui y[n] spre dreapta fata de x[n] cu | unitati,
astfel incat 7, [l ] obtinut din (2.84) si (2.85) este acelasi.

Daci se inverseaza rolurile lui x[n] si y[n] se obtine

rll]= i yln] x[n-1] (2.86)
sau ”z_w
ral= 3 y[n+1]xn] 2.87)
Comparand (2.84) cu (;:g;) sau (2.85) cu (2.86), rezulta
ryll]=rl-1] (2.88)

Cu exceptia operatiei de reflectare, calculul corelatiei implica
aceleasi operatii ca si convolutia: deplasarea unei secvente, multiplicarea

si sumarea produselor, adica r,,[/] se obtine din convolutia

L=l yl-1] (2:89)
In cazul particular in care y[n]=x[n] se obtine autocorelatia,
definita ca

o0

rolll= Y x[n] x[n—1] (2.90)
sau, echivalent n——oo
rlll= S fn+ 1] 2] 2.91)

Din (2.90) si (2.91) rezulta r[/]=r.[-/], deci functia de autocorelatie
este para. Cand se lucreaza cu secvente de durata finita, evident, sumele
sunt finite, limitele de sumare fiind determinate de lungimea secventelor
implicate in corelatie.

Pentru evidentierea unor proprietati ale functiei de autocorelatie si
corelatie se presupun doua secvente x[n] si y[n] de energie finita, si se
formeaza combinatia liniara

z[n]=a x[n]+b y[n-1] (2.92)
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Energia semnalului z[n] este

i[a x[n]+by[n—l]]2 =a’ ixz[n]wtbz iyz[n—l]Jr

n=—000 n=—0 n=—0

+2ab ix[n]y[n ~l]=a*r_[0]+5? Ty [0]+2ab Ty [l .93

Fie o
r«[0]=E, si r,[0]=E (2.94)
energiile semnalelor x[n] si y[n].
Evident,
1 [0]+6% 1, [0]+2ab 1, [1]20 (2.95)

Presupunand b = 0 si impartind (2.93) prin b*, rezulta

o ][ﬂj r2r, [ )+, 020 (296)

Aceasta relatie este adevarata daca discriminantul sau este mai
mic sau egal cu zero, adica

rolll=rilo]r,fo]<0 (2.97)
Din (2.97) rezulta
roll]| < rl0]r,J0] = JE E (2.98)
in cazul particular y[n ] x[n], rezulta
[ ral]l<ralo0]= £, (2.99)

Aceasta inseamna ca functia de autocorelatie isi atinge valoarea maxima
in origine. In practica este uneori preferabil a se normaliza functia de

corelatie si autocorelatie la domeniul [—1, 1].

Functia de corelatie normalizata, numita uneori Si coeficient de
corelatie, se calculeaza cu relatia
roll]

-2
poll] 0]

Functia de autocorelatie normalizatd, numita uneori si coeficient de
autocorelatie, se calculeaza cu relatia

pull]= Al (2.101)

re[0]

(2.100)

Evident,

poll]<1sip.[1]<
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2.5.2. Corelatia secventelor de putere finita

Fie x[n] si y[n] doua secvente de putere finita. Functia lor de
corelatie este definita prin relatia

M
[z]— lim —— _Zx[n] yln—-1] (2.102)
Daca x[n] [ ] se obtine functia de autocorelatie
M
r.[l]= Jim —— 12 M[ n]x[n—1] (2.103)

Daca, in particular, x[n] si y[n] sunt periodice, de perioada N,
mediile din (2.102) si (2.103) sunt identice cu cele pe o perioada si atunci
se poate scrie

o= > S]] (2.104)
r l1]= ]lv 2 ;x[n] 1] (2.105)

Secventele r, [l] si 7, [l] sunt periodice, de perioada N. Factorul —

poate fi considerat factor de normalizare.

Exemplul 2.14.
Fie secventa

y[n]= x[n]+ wln] (2.106)
unde x[n] este o secventa periodica de perioada necunoscuta N, iar w|n]

zgomotul aditiv, presupus alb.
Considerand M esantioane prelevate din y[n], adica

0<n<M-1, cu M>>N si presupunand y[n]=0 pentru n<0 si
n > M , functia de autocorelatie pentru y[n] este

roll]= % Afy[n] y[n-1] (2.107)

inlocuind (2 106) in (2.107), rezulta
[l] ( [I’l]+W[I’l])(X[7’l—l]+W[I’l—l]):l”xx[l]+l’xw[l]+wa[l]+l’ww[l]
" (2.108)
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unde r_[I] este functia de autocorelatie a semnalului x[n], r.[I] si

r,..[/] functiile de corelatie dintre semnal si zgomotul aditiv, iar 7, [/]

functia de autocorelatie a zgomotului.
Deoarece x[n] s-a presupus periodic, de perioada N, si functia sa de
autocorelatie va fi periodica, avind maxime locale pentru / = 0, N, 2N, ...
. Functiile de corelatie 7, [Z] st 7, [l] dintre semnal si zgomot sunt mici
datorita independentei dintre cele doua semnale.
Functia de autocorelatie a zgomotului va avea un maxim in origine
tinzand apoi asimptotic la valoarea sa medie [15].

In concluzie, in (2.108) este de asteptat ca numai - [Z] sa aiba

maxime semnificative pentru / > 0, ceea ce permite detectia semnalului
periodic x[n] "inecat" in zgomot si determinarea perioadei sale.

2.5.3. Corelatia dintre intrarea si iesirea unui sistem

In paragraful de fata se urmareste obtinerea unor relatii intrare —
iesire pentru sisteme discrete, liniare, invariante in timp in "domeniul
corelatiei", deoarece semnalul obtinut la iesirea sistemului nu este
arbitrar, necorelat si independent de semnalul de intrare.

Fie un semnal x{n], a carui functie de autocorelatie 7 [/] este cunoscuta,

care se aplica la intrarea unui SDLIT caracterizat de raspunsul la impuls
h[n]. Semnalul de iesire este

yln]=mnlxxin]= > x[k]h[n k] (2.109)
k=—x
Secventa de intercorelatie dintre intrare si iesire este
roull1= AT X{=11= W[ -] = A% 1T (2.110)

adica convolutia dintre raspunsul la impuls al sistemului si functia de
autocorelatie a secventei de intrare.
Din (2.88) si (2.110) rezulta
o [1= H=11%r,[1] @.111)
Tindnd cont de (2.89), (2.109) si proprietatile convolutiei, functia de
autocorelatie a secventei de iesire este

Py 11 = YT yI=L]=[A[1]* X[ 211 % [A[=1]* X[ 1] =

(2.112)
LAl A[=1]1% [X[2]* x{ =111 = 1y [1] % 7, 1]
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Functia de autocorelatie 7,,[/] a raspunsului la impuls A[n] exista, daca

sistemul este stabil. Evaludnd (2.112) pentru 1=0, se obtine energia
semnalului de iesire cu ajutorul functiilor de autocorelatie.

(0= LralkPl] 2.113)

2.6. Sisteme discrete, liniare, invariante in timp,
caracterizate de ecuatii cu diferente cu coeficienti
constanti

2.6.1. Solutia ecuatiei liniare cu diferente cu coeficienti
constanti

In paragraful 2.4.3 au fost considerate SDLIT si s-a aratat ca
acestea pot fi complet caracterizate de raspunsul lor la impuls. De
asemenea, a fost prezentata si o altd maniera de descriere a relatiei intrare
— iesire pentru aceasta familie de sisteme discrete, si anume, prin ecuatia
cu diferente exprimata de relatia

N M
y[n]=—2aky[n—k]+ Zbkx[n—k] (2.114)
k=1 k=0

Data fiind ecuatia cu diferente cu coeficienti constanti care
caracterizeaza un sistem discret, liniar, invariant n timp, n acest paragraf

se urmareste a se obtine o expresie explicita pentru iesirea y[n], printr-o

metoda numita directa. O metoda alternativa, numita indirectd, bazata pe
folosirea transformatei Z va fi prezentata in paragraful 3.6.2.

Ca si In cazul ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti, o ecuatie liniara cu diferente are solutia [3]

yinl=y,[n]+y,ln] (2.115)
unde y,[n] reprezintd o solutie particulara a ecuafiei complete, iar
v,[n] solutia generala a ecuatiei cu diferente omogene (x[n—k]zO

pentru k =0,M ).

Solutia generala a ecuatiei cu diferente omogene
Prin impunerea intrarii egala cu zero se obtine ecuatia cu diferente
omogend

70



N
>a, y[n-k]=0, a1 (2.116)
k=0

Se alege o solutie a ecuatiei omogene de forma

yln]=n" (2.117)
Inlocuind (2.117) in (2.116), se obtine
N
Sa, N =0 (2.118)
k=0
sau MV (Y a2 14, W ray hray =0 (2.118)

Ecuatia (2.118) sau (2.118°) se numeste ecuatie caracteristicd, iar
polinomul din paranteza se numeste polinom caracteristic al sistemului,
care are N radacini notate A,,A,,..,A,, care pot fi reale si/sau
complexe, distincte sau nu. Daca coeficientii a, ..., ay sunt reali, cum se

intampla de obicei 1n practica, radacinile sunt fie reale, fie reale si/sau
perechi complex conjugate. Unele radacini pot fi identice, caz in care
radacinile se numesc multiple. Pentru inceput insa, se presupune ca
acestea sunt distincte.

Solutia generala a ecuatiei cu diferente omogene este [3]

yiln]=e M e, W+ ey M (2.119)
unde ¢y, c,,...,cy sunt coeficienti de ponderare, care se determina din
conditiile initiale specificate pentru sistem. Deoarece x[n]=0, relatia

(2.119) poate fi folosita pentru determinarea rdaspunsului de intrare zero
v, [n] al sistemului, coeficientii de ponderare determinandu-se din

conditiile initiale y[—1], y[-2],..., Y[-N].

Exemplul 2.15.
Sa se determine raspunsul sistemului cauzal descris de ecuatia cu
diferente omogena

yln]-3y[n-1]-4y[n-2]=0 (2.120)
cu conditiile initiale y[-1] si y[-2].
Solutie. Ecuatia caracteristica este A" —3A"" —41"? =0, cu radacinile
Ay =-1 st A, =4, astfel Incat forma generala a solutiei ecuatiei cu
diferente, omogene este
yiln]l= e, M+ ey Wy = ¢ (<1)" +¢, 4 (2.121)
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Constantele ¢, si ¢, se obtin din conditiile initiale y[-1] si y[-2]. Din
ecuatia (2.120) se obtine
[o]=3y[-1]+4y[-2]

(2.122)
y]=3[0]+4)[-1]=13y[-1]+12)[-2]
Pe de alta parte, din (2.121) se poate scrie
y[o]:cl Te (2.123)
J’[l] =—¢ +4c,

Inlocuind (2.123) in (2.122), rezulta

¢ =—%y[—l]+§y[—2]

16 16
¢, =—y|-1|+—y[-2
=2
si raspunsul de intrare zero al sistemului va fi

yaln]= [—ly[— 1]+§y[— 2]} 1) +[%y[—l]+ 10 2]} 4" n>0

5 5
(2.124)
Daca ecuatia caracteristica are radacina A, multipla de ordin m,

iar celelalte radacini, A A, simple, solutia generala a ecuatiei cu

m4loeeo
diferente omogene este [3]
ylnl=e N+ ey nhi v ey n* X+ e, n™ N e, N

m+1

oty Ny
(2.125)
In cazul radacinilor complex conjugate si coeficientii corespunzatori sunt
complex conjugati si contributia acestora se combina intr-o componenta
reala. Astfel, daca A, si A, sunt cele doua radacini complex conjugate
A, =r(cosa+ jsina)

b - (2.126)
L, =r(cosa— jsina)

m+1

contributia lor in raspuns este
n o _ n T
c,N,, =c,r"(cosno+ jsinna)

(2.127)
n n . .
c,hy =c 1" (cosno— jsinno)
unde coeficientii ¢, si ¢, sunt complex conjugati
c, = ce’; ¢, = ce ® (2.128)
cu c:‘cp‘ :‘cq‘.
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Tindnd seama de (2.128), termenii din relatia (2.127) se combina in
componenta

n P n P _
c,r"(cosna + jsinna)+c,r"(cosno — jsinno) =

(2.129)
=r" (A4, cosno + B, sinna.)
unde
A, =2ccosO
- (2.130)
B, =-2csin0

Daca ecuatia caracteristica are N, radacini reale distincte si (N-N,)/2
perechi de radacini complex conjugate, solutia este de forma

N-N,
Ny 2

vln]=> Ny + D, r" (4, cosno+ B, sinno) (2.131)
k=1 k=1

Daca unele radacini reale sau complex conjugate sunt multiple, in raspuns
apar si termeni de forma (2.125).

Solutia particulara a ecuatiei cu diferente

Solutia particulara se obtine presupunand o anumita forma pentru
aceasta, in functie de semnalul de intrare [23]. In tabelul 2.1 sunt
prezentate solutii particulare pentru cele mai uzuale semnale folosite in
practica prelucrarii numerice a semnalelor.

Tabelul 2.1
Semnal de intrare x[n] Solutie particulara y [n]
A (constant) K
A M" k M"
A n" ko n™ + ke, n™ 7 v L+ ky,
A" M A kg n™ +he " 11k,
A cosmyn )
) k, cosmyn +k, sinm,n
A sinwyn
M-N
8{n] > kS —i]
i=0
Exemplul 2.16.

Sa se determine solutia particulara a ecuatiei cu diferente
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y[n]:%y[n—l]—%y[n—2]+ x[n] (2.126)

la semnalul de intrare x[n]=2", n>0.

Solutia particulara este
v, [n]=k-2"uln] (2.127)
Substituind (2.127) in (2.126), se obtine

k2" uln]= % k2" uln —1]—% k2" uln—2]+2" uln]

Pentru a determina pe &, ecuatia precedenta se evalueaza pentru n>2.

4k=§(2k)—lk+4 = k=3
6 6 5

Solutia particulara este
yp[n]=§2" , n=0.

Solutia totala a ecuatiei liniare cu diferente si raspunsul de
stare zero al sistemului

Solutia totala se obtine prin sumarea solutiei generala a ecuatiei
omogene cu o solutie particulara a ecuatiei complete, adica

y[n]=y,In]+y,[n] (2.128)
Suma rezultata y[n], pentru n>0, contine constantele ¢, ale

solutiei ecuatiei omogene, care se determina din primele esantione ale
iesirii calculate iterativ astfel incat sistemul sa satisfaca conditiile initiale

date y[-1], y[-2],..., Y[-N].
Datorita liniaritatii sistemului, raspunsul y[n] poate fi determinat si cu
relatia

nl=y.,[nl+y.ln] (2.129)
unde y_ [n] este numit raspuns de stare zero, iar y [n], raspuns de
intrare zero. Raspunsul de stare zero se determina rezolvand ecuatia cu

de intrare zero se deduce din ecuatia omogena, tinand cont de conditiile
initiale y[-1], y[-2],..., [-N].

Exemplul 2.17.
Se considera un sistem recursiv descris de ecuatia
y[n]=a y[n—1]+ x[n] (2.130)
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unde a — constanta. Pentru acest sistem se doreste aflarea semnalului de
iesire in conditiile in care se presupune ca la intrarea sistemului se aplica
semnalul, pentru »>0, fara a face vreo presupunere asupra intrarii
pentru x[n]n<0, dar presupunand cunoscuta valoarea y[— 1], adica
conditia initiala. Caz particular x[n]=2"u[n].

Semnalul de iesire poate fi obtinut prin mai multe metode, si
anume: folosind relatia (2.128), folosind relatia (2.129) si, pentru acest
caz simplu al unei ecuatii cu diferente de ordinul intdi, prin recurenta.

1. Ecuatia cu diferente omogena este

yin]-ayln-1]=0 (2.131)
Ecuatia caracteristica este A—a =0, curadacina A =a . Solutia ecuatiei
omogene este y,[n]=c,a" (2.132)

Solutia particulara a ecuatiei neomogene este de forma y [n]=k2"u[n].

Inlocuind solutia particulara in ecuatia cu diferente si apoi evaluand-o pe

aceasta pentru n=1, rezulta k =

2—-a
[n]—i2” n>0 (2.133)
yp 2 _ a b —_ .
Conform relatiei (2.128), solutia generala este
y[n]:cla”+zi2”,n20 (2.134)
—a
Evaluand (2.130) si (2.134) in n=0 si egaland cele doua relatii, se obtine
¢ = ay[-1]- -2
1 =ay 4
y[n]za”“y[—l]—i—%@”“ —a"™, n>0 (2.135)
—a

2. Raspunsul de intrare zero este
vlnl=ca" (2.136)
Evaluand (2.131) si (2.136) in n=0, apoi egaland relatiile, rezulta
ci =ay[-1].

yalnl=a""y[-1] (2.137)
Raspunsului de stare zero este de forma
y. [n]=c/a" +2L2”,nzo (2.138)
—a
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Constanta ¢, se determina prin evaluarea relatiilor (2.138) si (2.130) in
a

n=0 cu conditia initiala nula. Rezulta astfel cf =— e
—a
y.[n]= 2L(2"+l —a"™"),n>0 (2.139)
—a
Inlocuind (2.137) si (2.139) in (2.129), se obtine solutia totald de aceeasi
forma cu cea data de (2.135).
3. Plecand de la (2.130), se poate scrie

¥[0]=a y[-1]+x[0]
y[l] =a y[0]+ x[l] =a’ y[— 1]+ a x[0]+ x[l]
y[Z] = a y[1]+ x[2] = @® y[- 1]+ a® x[0]+ a x[1]+ x[2]

(2.141)
y[n]=a y[n—1]+ x[n] = a"*" y[-1]+ a" x[0]+ " x[1] + ...
+a x[n - 1]+ x[n]
sau, mai compact
yln]=a"" y[-1]+ iakx[n—k] , n=0 2.142)
k=0

Particularizand (2.142) pentru semnalul de intrare considerat, se obtine
raspunsul total al sistemului, evident, de aceeasi forma cu (2.135).

Se observa ca raspunsul y[n] dat de (2.142) contine doi termeni: primul,
care il contine pe y[— l], este un rezultat al conditiei initiale, iar al doilea
termen se datoreaza semnalului de intrare x[n].

Daca sistemul este initial relaxat la momentul » =0, memoria sa
ar trebui sa fie zero, deci y[— 1]: 0. Pentru sistemul descris de (2.130)
raspunsul de stare zero sau raspunsul fortat este

valnl=Ya fn—k], n>0 (2.143)
k=0

In continuare, se presupune sistemul initial nerelaxat ( y[—l];& 0)
si intrarea x[n] =0 pentru toti n. Raspunsul de intrare zero sau raspunsul
natural al sistemului este

y[n]=a"™ y[-1], n=0 (2.144)

iesire fara a avea excitatie, acesta datorandu-se memoriei sistemului.
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Sistemul descris de (2.130) este cel mai simplu sistem recursiv din
clasa sistemelor recursive descrise de ecuatii liniare cu diferente cu
coeficienti constanti. Forma generala pentru o astfel de ecuatie este data
de relatia

N M
Sa,yn—k]=Y b, x[n—k], a,=1 (2.145)
k=0 k=0

Ordinul ecuatiei cu diferente sau ordinul sistemului este egal cu N.

Ecuatia (2.145) exprima iesirea sistemului la momentul n direct ca o suma
ponderata a intrarii prezente si a valorilor anterioare ale intrarii si iesirii.
Pentru a determina iesirea y[n] pentru n >0 este necesara cunoasterea

intrarii  x[n] si conditiile initiale y[-1], y[-2],...,y[-N]. Acestea
sintetizeaza "istoria" sistemului necesara aflarii iesirii prezente si viitoare.

Exemplul 2.18.
Sa se determine solutia totala a ecuatiei cu diferente

)= sln=1]- sln-2Je ] (2.146)

-1]=1

cand semnalul de intrare este x[z]=2", n >0 si { .
-2]=2

Se determina intai solutia ecuatiei omogene

w2ty Ly g
6 6

w2l -2aelloo = o=t a2l
6 6 2 3

Forma generala a solutiei ecuatiei omogene cu diferente este

. . 1 n 1 n
yh[n]:cl Mi+e, My =¢ [_j +¢ (‘j

2 3
Din exemplul 2.16, solutia particulara a acestui sistem la intrarea x[n]

este data de (2.127) cu k = % .

Solutia totala este

1Y 1" 8
nl=c¢ | —| +c,|=| +=2", n=0 2.147
J’[] 1(2j 2(3j 5 ( )
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unde constantele ¢, si ¢, se determina astfel incit sa satisfaca conditiile
initiale.
Din (2.146) rezulta

5 1
y[o]zgy[—l]—g){—z]“

5 1 19 5 17 (2.148)
1]=2 yfo]-= y-1]+2 =2 y[-1]- = y[-2]+ -~
il=golol-<ol-1J+ 2=yl 2ol 20

Din (2.147) se obtine
J’[O]=Cl+cz+§
> (2.149)

1 1 16
y[l]:CI 'E+C2 §+?

Introducand (2.149) in (2.148) rezulta ¢, si ¢, in functie de conditiile
initiale y[— 1] st y[—?_].

= CG=—7, C=—
1 1 7 2 5
2 3 60
11 2(1)" 8
n=—|=| +=|=| +227, n=0 2.150
o] 2(2) 5(3) 5 (2130

Pe de alta parte, raspunsul total al sistemului se mai poate obtine
din sumarea raspunsului de stare zero cu raspunsul de intrare zero.

yln]=y.[n]+y.ln] (2.151)

Raspunsul de stare zero se obtine din (2.147), prin evaluarea

¥ [n]= —(l]n 2 (lj +Sg (2.152)

2 53 5

Raspunsul de intrare zero se obtine din rezolvarea ecuatiei
omogene si folosirea conditiilor initiale
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yaln]=c", (lj" +c" (1)"
2 3 (2.153)

y[O]z c" +c",
1 (2.154)
y[l] = 2 c"1+§ ",
fol=2 5112 5-2)
19 s (2.155)
il= 367 —1]—£ 2]

Din egalarea ecuatiei (2.155) cu (2.154) rezulta ", = % , c"y=0si

valn]= % Gj (2.156)

Raspunsul total al sistemului se obtine din sumarea raspunsurilor de stare
zero si de intrare zero, adica, in cazul exemplului considerat

Yy 2(1\" 8., 1(1Y} 1Y 2(1\" 8.,
y[n]:— —| +=|=| +=2"+=|=| =—=|=| +=|=| +=2
2 5\3 5 2\2 2\2 5.3 5

(2.157)

Evident, y[n] obtinut cu relatia (2.157) este identic cu cel dat de

(2.150) obtinut pe baza solutiei ecuatiei omogene si a solutiei particulare,
cu constantele ¢, s1 ¢, determinate corespunzator.

2.6.2. Raspunsul la impuls al sistemelor discrete, liniare,
invariante in timp

Raspunsul la impuls al unui sistem discret, liniar, invariant in
timp, relaxat a fost definit ca raspunsul sistemului la excitatia impuls
unitate. In cazul sistemelor recursive, raspunsul la impuls este egal cu
raspunsul de stare zero, cand intrarea este x[n]=J[n].

De exemplu, in cazul sistemului recursiv de ordinul intai din exemplul
2.17, raspunsul de stare zero este
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yzs[n]zia"x[n—k], n>0. (2.158)
k=0
care, particularizat pentru x[n]=9[n], este
yzs[n]zzn:akﬁ[n—k]:a”, nx0. (2.159)
k=0

In concluzie, raspunsul la impuls al sistemului recursiv, de ordinul intai,
descris de (2.130), este
h[n]=a"u[n] (2.160)

Tinand cont de (2.160) si (2.158), se observa ca raspunsul de stare zero
este convolutia dintre raspunsul la impuls al sistemului si semnalul cauzal
de intrare.

In cazul general al unui sistem arbitrar, liniar, invariant in timp,
recursiv, cauzal, raspunsul de stare zero la un semnal de intrare cauzal
este

yzs[n]zih[k]x[n—k], n>0. (2.161)
k=0

Cand semnalul de intrare este impulsul unitate, (x[n]=J[n]), (2.161)
devine
v.i[n]= hln]. (2.162)
Pentru a determina raspunsul la impuls al unui sistem discret
descris de o ecuatie liniara cu diferente, cu coeficienti constanti se face
apel la paragraful 2.6.1, conform caruia, raspunsul total al unui astfel de
sistem este suma dintre solutia ecuatiei omogene si o solutie particulara a
ecuatiei generale. Solutia particulara este data in tabelul 2.1. Pentru cazul
in care N>M, solutia particulara este egala cu zero si raspunsul la impuls
consta numai din solutia ecuatiei omogene, cu coeficientii ¢, din (2.119)
evaluati astfel incat sa satisfaca conditiile initiale dictate de impuls.

Exemplul 2.19.
Sa se determine raspunsul la impuls A[n] al sistemului descris de
ecuatia cu diferente de ordinul doi
y[n]=3y[n—1]-4y[n—-2]=x[n]+2x[n—1] (2.163)
In exemplul 2.15 s-a determinat solutia ecuatiei cu diferente omogene
pentru acest sistem de forma

yaln]= (e, (=1)" +c, 4" uln] (2.164)
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Cum pentru intrarea x[n]=J[n], solutia particulara este zero, raspunsul la
impuls al sistemului este dat de (2.164), unde c, si ¢, sunt evaluate sa
satisfaca relatia (2.163).
Pentru n=0 si n=1, (2.163) devine

y0]=1

yi]=5
in conditiile y[—1]= y[-2]=0, deoarece sistemul trebuie sa fie relaxat.
Evaluand (2.164) in n=0 si n=1, se obtine

MO0]=¢ +¢,

(2.165)

(2.166)
V[]=—¢, +4c,

Din (2.165) si (2.166) rezulta ¢,=-1/5, c,=6/5. Raspunsul la impuls al
sistemului este

hn]= {—%(—1)’1 + %4" }u[n] (2.167)

Pentru o ecuatie liniara cu diferente, cu coeficienti constanti raspunsul la
impuls este de forma solutiei ecuatiei omogene

hn]= %‘ck%}{ (2.168)
k=1

unde radacinile polinomului caracteristic s-au presupus distincte.
Coeficientii ¢, se determina din conditii initiale nule
y=-11=y[-2]=..=y[-N]=0.

Exprimarea raspunsului la impuls in forma (2.168) permite stabilirea unei
legaturi intre radacinile polinomului caracteristic si stabilitatea in sens
MIME a sistemului, dupa cum urmeaza

0 N ) n
> |h[n] = AEY AN (2.169)
n=0 k=1 =0

o0

2.

n=0

N
Cr
k=1

Daca iy <LVk=TN - S p,|" <o . si, deci, 3 [h[n] <.
n=0 n=0

Pe de alta parte, daca una sau mai multe din marimile |k k| >1,h[n] nu

mai este absolut sumabil si, in consecinta, sistemul este instabil. Prin
urmare, o conditie necesara si suficienta pentru stabilitatea sistemelor
cauzale recursive descrise prin ecuatii liniare cu diferente cu coeficienti
constanti este ca radacinile polinomului caracteristic sa fie subunitare in
modul.
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a)
b)

©)
d)

2.7. Probleme propuse

2.1. Un semnal discret x[n] este definit sub forma

1+2, —3<n<-1
3
x[n]: 1 , 0<n<3
0 , inrest.

Sa se determine valorile semnalului si sa se reprezinte x[n];
Sa se reprezinte semnalul care rezulta daca
1) intai se reflecta x[n], apoi se intirzie semnalul rezultat cu 4
esantioane;
2) intai se intdrzie x[n] cu 4 esantioane, apoi se reflecta semnalul
rezultat.
Sa se reprezinte semnalul x[-7 +4];
Sa se compare rezultatele de la pct. b) si ¢). Cum se poate obtine
x[-n+4] din x[n] ?
Sa se exprime x[n] in functie de semnalele 8[n] si u[n].

2.2. Un semnal discret x[n] este reprezentat in figura p2.2. Sa se

calculeze si sa se reprezinte fiecare din urmatoarele semnale

1

1 1 1 1
<4 -1 g 1 2 3
2.2.

Figura p
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N )
g) partea para a lui x[n];
h) partea impara a lui x[n].

2.3. Sa se arate ca orice semnal poate fi descompus intr-o parte para si
una impara. Este aceasta descompunere unica ? Ilustrati argumentatia
utilizand semnalul

n]=12,3,4,5,6}
T

2.4. Fie sistemul y[n]= H[x[n]]= xln2 J
a) Sa se determine daca este invariant in timp;
b) Se aplica sistemului semnalul

[]_ 1, 0<n<3
M= 0, inrest.

1) sa se reprezinte x[n];
2) sa se determine si sa se reprezinte y[n]=H|[x[n]];
3) sa se reprezinte y}[n]=y[n-2];
4) sa se determine si sa se reprezinte x, [n]=x[n-2];
5) sa se determine si sa se reprezinte semnalul y,[n]= H[x,[n]];
6) sa se compare semnalele y,[n] cu y[n—2]. Ce concluzie
rezulta ?
c) Sa se repete pct. b) pentru sistemul y[n]=x[n]—x[n-1];
d) Sa se repete pct. b) pentru sistemul y[n]= H[x[n]]=n x[n].

2.5. Un sistem discret poate fi
1) static sau dinamic;
2) liniar sau neliniar;
3) invariant sau variant in timp;
4) cauzal sau necauzal,
5) stabil sau instabil.
Sa se examineze urmatoarele sisteme din punctul de vedere al
proprietatilor de mai sus.

2) y[n]=coslxln]]:
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n+l

b) yn k > xlk];

J=

¢) yn]= x[n] COS W7 ;
]
]

d) y[n]=x[-n+2];
e) y[n]=Trun[x[n]], unde Trun[x[n]|] reprezinta partea intreaga a lui

x[n] obtinuta prin trunchiere;

) vyl
x[n
2

Round[x[1]], unde Round[x[n]] reprezinta partea intreaga a lui

n]
obtinuta prin rotunjire;

]
n]=|x[n];
by yln]=x[n]uln];
1) [n]zx[ ]+n x[n-i—l]
D yln]=x{2n];
k) )= af-n].

2.6. Sa se determine si sa se reprezinte convolutia y[nz] a semnalelor

3
0 , inrest
1, -2<n<2
b=y e
0, 1inrest.
a) numeric;
b) grafic.

2.7. Sa se calculeze convolutia y[n] a urmatoarelor perechi de
semnale:

a) x[n]: (xn, _3SnS5 h[n]: 1, OSnS4
0 , 1inrest. ’ 0, inrest.

b) x[n]=a" u[n]
]

hln]=b" u[n] , pentruazbsia=b.
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1, n=-2,0,]1
o) x[n]=12, n=-1 ,  h[n]=8[n]-8[n—1]+8[n—4]+8[n-5].
0, inrest.

d) x[n]=uln+1]-u[n—-4]-8[n-5], [n]=[u[n + 2] uln - 3]] (3 —|n|)

2.8. Fie x[n], cu N, <n<N, si hn], M, <n<M,, doud semnale de
durata finita.

a) Sa se determine domeniul L, <n <L, al convolutiei lor in functie de
Ny, Ny, MM,

b) Sa se determine limitele domeniului convolutiei in cazul in care cele
doua semnale se suprapun partial in stinga, se suprapun complet si se
suprapun partial in dreapta. Se presupune h[n] de durata mai mica
decat x[n].

c) Sa se ilustreze rezultatele obtinute calculdnd convolutia urmatoarelor
semnale

)=

{1, —2<n<4 {2, —1<n<2
h[n]=

0, 1Inrest. 0, inrest.

2.9. Sa se determine raspunsul la impuls si la treapta unitate al
sistemelor descrise de urmatoarele ecuatii cu diferente:

a) y[n]=0.6 y[n—1]-0.08 y[n—2]+x[n];
b) y[n]=0.7 y[n—1]-0.1 y[n - 2]+ 2 x[n]- x[n-2].

2.10. Se considera SDLIT interconectate ca in figura p2.10.

h, [”]

] yln]

[n] O—>

h, [n] hy [n]

Figura p2.10.

a) Sa se exprime raspunsul la impuls al intregului sistem in functie de
mn], holn]. msln] si hyfn];
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b) Sa se determine h[n] , daca h, [n] = {l , 1 ) l} ,

holn]=hs[n]=(n+1)uln], hy[n]=8[n-2];
c) Sa se determine raspunsul sistemului de la pct. b) daca
x[n]=8[n+2]+38[n—-1]-48[n-3].

2.11. Sa se determine raspunsul sistemului al carui raspuns la impuls

este h[n]: a" u[n] la semnalul de intrare x[n]=u[n]-u[n—-10].

2.12. Doua semnale S[I’l] st v[n] sunt legate prin urmatoarea ecuatie
cu diferente
sln]+a, sln—1]+...+ay s[n—N]=b, v[n].
a) Sa se deseneze implementarea

1) sistemului care genereaza s[n] cand este excitat cu v[n];

2) sistemului care genereaza v[n| cand este excitat cu s[n];

b) care este raspunsul la impuls al cascadei formate prin interconectarea
sistemelor 1 si 2?

2.13. Un sistem discret are realizarea din figura p2.13.

dl 2l

0.8 3

Figura p2.13.

a) Sa se calculeze raspunsul la impuls al sistemului;
b) Sa se implementeze sistemul invers, adica cel care produce iesirea
x[n] pentru intrarea y[n].

2.14. Sa se determine raspunsul y[z], n>0 al sistemului descris de
ecuatia cu diferente de ordinul doi
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Hnl=4yln=1]+4 y[n—2]=xfn]-xln 1]
la intrarea x[n]=(=1)" u[n] si conditiile:
a) y[-1]=y[-2]=0
by yl]=15 y[-2]=-

2.15. Sa se determine raspunsul la impuls %[n] al sistemului descris
de ecuatia cu diferente de ordin doi

y[n]—4 y[n—1]+4 y[n—2]: x[n]—x[n —1].

2.16. Sa se calculeze secventele de corelatie r[(], 7 Ty [1] si n, .|7] ale

urmatoarelor secvente:

1, ng—=N<n<n,+N 1, —-N<n<N
x[n]= ) ;o lnl=1 7

0, 1Inrest. 0, 1Inrest.

2.17. Sa se determine secventa de autocorelatie a urmatoarelor
secvente:

a) x[n]=1{,2,1,1};

b) y[r]={,1,2,1}.
Ce concluzie se desprinde ?
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