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IL.1 Surse discrete de informatie

O sursd de semnal se numeste discretii daci genereaza simboluri dintr-un alfabet
finit (de exemplu: binar, hexazecimal, alfanumeric etc), la momente discrete de timp.

Modelarea matematica a surselor discrete de informatie se face pe baza teoriei
probabilitatilor [Mun97], [ Pap65], [Zie97].

MODELUL I: Sursa discretii, completi, fira memorie (SDCFM) se defineste
printr-un set finit de caractere (mesaje) (s, s,,..., s,) independente, asociat cu un camp

de probabilititi (p,,p.,...p,):
Os; s2 ... s, O

: II.1
Op1 p2 ... pa L (L.1)
satisfdcand relatia:
% pr=1 (I1.2)
=)

Informatia furnizatd de mesajul s, se exprimé cu relatia:

i, = -log,p, (biti) (IL3)
Valoarea medie a informatiilor furnizate de mesajele sursei se numeste entropie

si se determina cu relatia:

H(S) =iy £ élpkik = —élpklogzpk (biti/mesay) (I1.4)

Valoarea maximd a entropiei se obtine in cazul generfirii echiprobabile a
mesajelor:

max[H(S)] = log, n (IL.5)

(n - numarul mesajelor sursei.)

Redundanta semnalului generat de sursd este definitd prin relatia:

R = max [H(S)] - H(S) (I1.6)

Eficienta sursei se defineste ca raportul dintre entropia reald si valoarea sa
maxima.

n= maf[gzsn 11.7)

MODELUL al II-lea: Extensia de ordin m a sursei DCFM genereaza grupe de
m mesaje ale sursei initiale.

Entropia sursei extinse S™ se calculeaza cu relatia:
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H(S™) = mH(S) (IL.8)

MODELUL al IIl-lea: Sursa discreti cu memorie (SDM) sau sursa Markov
se caracterizeazd prin faptul ci fiecare mesaj furnizat depinde de unul sau mai multe
mesaje anterioare.

Ordinul sursei este dat de numirul momentelor de timp la care un mesaj
influenteaza iesirea sursei cu exceptia momentului propriu.

Starea SDM de ordin m se defineste ca succesiunea ultimelor m mesaje
furnizate anterior momentului considerat.

Descrierea SDM se face fie prin metoda grafurilor orientate cu n™ noduri (stéri),
fie matricial cu matrici de probabilitati stationare P si de tranzitie T stochastice.

Daca elementele matricii de tranzitie sunt invariante Tn timp, sursa se numeste
stationara.

Prin definitie, SDM stationari este ergodicd daci este satisfdcutd relatia:

tlin}.0 I"=K (I1.9)
unde K este o matrice cu elemente constante finite.

Entropia sursei DM ergodice se determind conform relatiei:
H(S)==Z 2 pipls; Si)log,p(s;1SK) (IL.10)
==

Notatii:

m - ordinul sursei;

n - numarul mesajelor sursei;

Py - probabilitatea stirii S, (k =1, 2.. n™);

p(s; | S, )-probabilitatea de generare a mesajului s; din starea S, (j = 1, 2.. n).

Observatie: In cazul transmisiei digitale a textelor este suficientd modelarea

sursei ca sursd Markov de ordinul 1 sau 2. Modelele de ordin superior necesitd

circuite de codare/decodare pentru compactarea datelor de mare complexitate,

cu castiguri nesemnificative In ceea ce priveste reducerea redundantei

semnalului transmis.

Optimizarea coddrii textelor poate fi realizatd prin folosirea unui dictionar de
cuvinte uzuale in care sunt incluse si literele alfabetului respectiv, pentru formarea

cuvintelor rare, neintroduse in dictionar.
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Mai nou, managementul comunicatiilor utilizeazi modele preferentiale ale
surselor informationale [Tut88],[Mun92], prin care se stabilesc ierarhiile prioritatilor
mesajelor.

Modelul preferential al unei surse discrete S cu N mesaje {s,, s,....sy} constd
intr-un set de ponderi calitative {K, K,..K,} asociate mesajelor, referitor la

importanta, semnificatia sau relevanta acestora:
.Dsl S ... SN D
"Oky ky ... ky O

Pe baza modelului preferential al sursei, se poate construi modelul probabilistic

s (L11)

cu preferinte:

[lsl s> ... SN D
S:Hpi p2 . o % (IL12)
ki koo ky

unde 7 = (p1,p2.....pn) este vectorul probabilititilor mesajelor iar &k = (k1, ka.....kx) este
vectorul ponderilor.

In cazul necunoasterii probabilitatilor mesajelor, se poate deduce vectorul de

probabilititi pe baza vectorului k, pe criteriul maxentropiei.
Topologia multimii preferintelor

Coeficientii k,, k, ... ky iau valori dintr-un set discret {v,,...v,}, L < N,
asemanator modelelor fuzzy, care corespund gradelor calitative: {foarte mic; mic; tipic;
mare; foarte mare}.Valorile asociate acestor criterii calitative pot respecta o scald

simetricd sau asimetricd, liniard sau neliniard (compresatd sau expandatd). (Fig. I1.1; I1.2)

o

k:gk_lknkl.‘iz " klgk'_lignfcltl g, | Fehak Kk Tx

(a) (b) (c)

Fig I1.1: Caracteristica simetrici (a) liniard; (b) compresatd; (c) expandati.
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Fig.I1.2: Caracteristica asimetrici (a) liniard; (b) compresati; (c) expandati.

In general se lucreazd cu 2; 3; 4 sau 5 valori de pondere. Deci vor exista mai
multe mesaje cu aceeasi pondere k, prioritar echivalente.

Daca se noteazi d;, = v,,, -v,atunci:

Cazul I: pentru d, =d, =d, = .... se obtine caracteristica liniard a preferintelor.

Cazul II: pentru d, <d, <d, .... se obtine caracteristica preferentiald expandati.

Cazul III: pentru d, > d, > d, ... se obtine caracteristica preferentiald
compresati.

Valorile ponderilor calitative pot fi alese, In functie de aplicatie:
O in progresie aritmetica (exemple: {0.5;1; 1.5} ; {1, 2; 3; ...}).
O in progresie geometrica (exemple: {0.5; 1; 2} ; {0.25; 0.5; 1; 2; 4}).
(1 reprezintd valoarea ponderii mesajelor standard - default value).
Entropia surselor de informatie fird memorie modelate probabilistic si

preferential [Mun92] este data de relatia:

H(s) = 3 pikilog,p: 23 pilog,p: (IL13)
Valoarea maxima a entropiei se obtine pentru setul de probabilitati:
pi=2k/ 32k [ i=1,N (I1.14)

Aceste modele combinate sunt utile pentru realizarea unor coduri mai eficiente,
neuniforme de compresie, compactare sau de corectie a erorilor (UEP - UnEqual

Protectted Codes) [Aks95].
Exemple:

0 In cazul imaginilor discrete alb-negru, se pot utiliza pentru proiectarea unor

coduri de compactare, modele probabilistice cu caracteristicd expandata.
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0 In sistemul de comunicatii GSM (Global System for Mobile Communications)
[Kuc9l], se utilizeazd un cod de compresie cu procesare diferentiatd a vocalelor
fatd de consoane, care permite reducerea ratei de transmisie de la 104 kbps la 13
kbps.

O In acelasi sistem, se utilizeazd un cod corector de erori de tip UEP care
asigurd corectia erorilor numai pentru 182 de biti dintr-un cadru de 260,
clasificarea respectivd a bitilor realizdndu-se pe criteriul importantei acestora in

asigurarea calititii semnalului vocal transmis.

[1.2 Coduri Huffman pentru compactarea datelor

Compactarea datelor este procedeul de reducere a redundantei semmnalului
transmis prin péstrarea constantd a entropiei acestuia astfel incat datele pot fi extrase fard
erori prin decodarea secventei codate.

Compactarea este utild in cazul semnalelor furnizate de sursele de informatie cu
redundantd §i debit binar generat de valori foarte mari. Sursele discrete de informatie
(facsimil; voce; imagini mobile alb-negru sau color; inregistrdri digitale etc) produc
debite binare relativ mari (de ordinul sutelor de Gbps). Semnalele digitale furnizate de
aceste surse prezintd 1n general o redundantd ridicatd. Reducerea numarului de biti care
trebuie transmisi se realizeaza prin aplicarea unui cod adecvat de compactare. In prezent
se utilizeazd mai multe tipuri de coduri pentru compactare. Unele presupun cunoasterea
aprioricd a sursei si folosesc modelul probabilistic deja construit al acesteia. Alte metode
de compactare modeleaza sursa din chiar semnalul digital transmis care constituie semnal
de intrare in codor. Cele mai avansate tehnici de compactare a datelor nu necesitd un
model al sursei $i pot prelucra surse nemodelabile sau nestationare prin folosirea unor
asa-numite "dictionare" de simboluri, in continuu proces de adaptare la sursa de date pe
durata transmisiei.

Codurile-prefix sunt coduri-bloc cu lungime variabild a cuvantului de cod si au
avantajul cd sunt autosineronizante. Prin definitie, In cazul codurilor-prefix nici un cuvint
de cod nu poate fi secventd de inceput (prefix) pentru alt cuvant de cod.

Un cod-prefix complet are proprietatea ci orice sir semiinfinit de simboluri de

cod poate fi impértit in mod unic In cuvinte de cod.
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Se cunosc din literatura de specialitate urméatoarele teoreme privind codurile
de tip prefix.

Teorema I (de existentd): Intr-un alfabet care contine K simboluri existd un
cod-prefix cu M cuvinte de cod cu lungimile 1, dacd si numai daci este verificatd

inegalitatea lui Kraft:
M-1
Z Klmg1 (I1.15)

m=0
Codul-prefix este complet in caz de egalitate.
Demonstratie: Fie N lungimea maxima a cuvintelor de cod. Pe nivelul al N-lea
al diagramei de tip "arbore" care descrie sursa de semnal existd k™ stdri (ramuri). Prin
alegerea unei secvente de 1 simboluri drept cuvant de cod, se elimind din diagrami k™
ramuri care derivd din starea finald corespunzitoare acestei secvente. Numdirul total al
ramurilor eliminate din diagrami, prin alegerea tuturor cuvintelor de cod cu lungimile 1

m

impuse, nu poate depasi numarul ramurilor de pe ultimul nivel. Deci,
M-1 M-1
S KNm<kN O T Kmg1l ged (I1.16)
m=0 m=0

Teorema a II-a ( a lungimii medii a cuvintelor codului-prefix): Pentru o sursa
discretd stationard, cu distributia probabilisticd p, lungimea medie | a blocului codat la
iesirea codorului-prefix, satisface inegalitatea dubla:

H(p)<I<Hp)+1 I1.17)
unde H(P) reprezintd entropia sursei.

Demonstratie: Fard a restringe generalitatea, vom considera o sursd binard

stationard. Pentru a determina lungimea medie a cuvintelor codului-prefix optim, pe baza

inegalitatii lui Kraft, dupa efectuarea a catorva calcule algebrice simple se obtine:
- Ml M-1 ) M1 5o
I—H(p) = méo Impm - méopmlogzp_m = _méomeOgQT =

M-1 } M=1 } -1
- o e _ O o<, - O
= —méopmlogzeln 217 > -log,e méopm Oim 1 0= logzegnzo 27Pm —1 02 0 q.ed

m

Limita maximi a lungimii medii a cuvintelor de cod, previzutd de aceastd
teorema, se obtine In cazul codurilor de compactare propuse de Shannon, respectiv Fano.
Codul Huffman necesitd utilizarea unor tabele de codare si de decodare
construite pe baza diagramei in forma de arbore. Aceasta implica folosirea unei capacitati
de memorie relativ extinse, pentru aplicarea acestui cod-bloc cu lungime variabild a

cuvintelor de cod.
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Spre deosebire de codurile Huffman, Shannon propune un algoritm de
compactare care permite determinarea iterativd, cu un minimum de operatii algebrice, a
cuvintelor de cod, la cerere, fird o memorare prealabild a lor.

Lungimea cuvantului de cod de ordin m se determind conform relatiei:

I = {log,pm], Om=0,M~1 (IL.18)
(Notatie: [X] reprezintd in acest caz partea intreagd a numarului x.)

Pe baza proprietatilor functiei "parte intreagd", lungimea medie a cuvintelor de
cod satisface urmétoarele:

1= —Zz:;pm[logzpm] < —Zz:;pm(logzpm -1)=H@p)+1 qed

In cazul in care probabilitatile elementelor sursei informationale sunt numere de
forma unor puteri negative ale lui 2, codul Shannon obtinut este optim si coincide, ca set
de cuvinte de cod, cu cel Huffman. Deci, in general, pentru un vector oarecare de
probabilitati, codul Shannon este suboptim. In mod asemanator se poate demonstra ca si
codul Fano este un cod suboptim.

Observatie: Cuvintele de cod Shannon se obtin din dezvoltarea in binar a

elementelor vectorului de probabilitati cumulate, calculat dupid ordonarea in sir

descrescdtor a vectorului probabilistic al sursei. Se retin primii 1, biti de dupa
virguld, conform relatiei (I1.18).

Proprietitile codului de tip "prefix" optim:

0 Daca probabilititile a doud mesaje ale sursei sunt diferite si p, > p, , atunci
cuvintele de cod asociate lor au lungimile: |, < I, astfel incét sd se respecte principiul
compactarii datelor.

O Cuvintele de cod cu aceeasi lungime diferd numai pe ultimele pozitii.

Teorema a IlI-a (Algoritmul de constructie a codului-prefix optim Huffman)

Daca cele doud simboluri ale sursei de probabilitdti minime se combind intr-un
simbol artificial si noul cod este optim pentru sursa artificiald, atunci codul initial este
optim si se obtine din celdlalt addugand cate un bit, 0 si 1, la sfarsitul cuvantului de cod
artificial format (demonstratia acestei afirmatii se géseste in [Bla90]). Operatia de reunire
a simbolurilor de probabilitdti minime se repetd pentru sursa nou-formatd panid la

obtinerea unei surse cu doar doud elemente, care se codeaza binar: 0, respectiv 1.
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Observatiis

O Probabilitatea simbolului nou-format prin reunirea a doud simboluri ale
sursei se calculeazi ca sumai a probabilitatilor simbolurilor reunite.

0 Daca lungimea medie a cuvintelor de cod este egald cu entropia sursei de
semnal, atunci codul construit este considerat optim.

0 Micsorarea lungimii medii a cuvintelor de cod se poate face prin codarea pe
blocuri de simboluri. Probabilitatea unui simbol compus se va calcula, in cazul
surselor fard memorie, ca produs al probabilititilor elementelor componente .

0 In cazul compactarii textelor (fard elemente grafice) este mai utila structura pe
cuvinte si nu pe litere. Se construiesc dictionare de cuvinte uzuale (de exemplu,
de circa 4000 de cuvinte 1n cazul folosirii limbii engleze) la care se adaugi toate
literele (pentru codarea cuvintelor neincluse in dictionar), cifrele si semnele de
punctuatie. Se obtin astfel coduri-bloc cu lungime variabild de dimensiuni foarte
mari dar cu performante superioare codarii pe structura de caractere
afanumerice. Un avantaj al acestei metode il constituie faptul cd rata de
compactare nu depinde de méirimea sau de tipul caracterelor folosite pentru
redactare.

[0 Pentru codarea Huffman a surselor de dimensiuni mari, este necesard
construirea unei diagrame de tip arbore cu numér foarte mare de stiri. Se preferd
folosirea In acest caz a codurilor Shannon-Fano care permit implementarea sub
forma de algoritmi cu procesoare digitale de semnal.

O Spre deosebire de codurile-prefix Huffman care utilizeazi modele prestabilite
ale sursei de informatie, codurile universale de compactare (Ziv-Lempel) permit
codarea surselor nemodelate sau nestationare, fie prin construirea unui model al
sursei adaptabil in timp din chiar semnalul transmis, fie prin realizarea unor
dictionare de simboluri cu probabilititi mari de aparitie, de asemenea

readaptabile pe durata transmisiei la semnalul transmis.
I1.3 Aplicatii

P1. S& se construiascd si sd se analizeze codul Huffman pentru o sursd

informationald discretd, fird memorie, care genereaza 5 simboluri (A; B; C; D; E) cu vec-
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torul de probabilitati p = (1/2; 1/4; 1/8; 1/16; 1/16).
Solutie: Se construieste diagrama 'arbore' pe setul de simboluri, in ordine

descrescitoare a probabilititilor de aparitie. Se aplicd algoritmul de constructie a codului
Huffman (fig.11.3).

@ nod rAdicind
A 12
B 14 @ / !
Z 18 @ * /”2
D 116 @ 14
E

16—~ 118

Fig.11.3 Diagrama-arbore a codului Huffman construit pentru sursa cu 5 simboluri

Cuvintele de cod asociate simbolurilor sursei se citesc in diagrama, de la dreapta
la stanga, plecdnd din nodul rddacind. Codul Huffman obtinut este descris in Tabelul II.1

(cuvintele de cod si lungimile acestora).

Tabelul 11.1
Cod Huffman pentru SDCFM cu 5 simboluri
Simbol |Probabilitate |Cuvant Lungimea
de aparitie de cod | cuvantului de cod
(biti)

A 1/2 0 1

B 1/4 10 2

C 1/8 110 3

D 1/16 1110 4

E 1/16 1111 4

Entropia sursei:

H(p) = -Zpilog,p; =+ O +1 2 +3 B+ [ (2 =22 = 1.875biti/simbol
Lungimela medie a cuvintelor de cod:

I=3pil;=5 O +12+§ B+ A2 =2 =1,875biti/simbol = H(p)

Codlul Huffman construit este optim, cu eficientd de 100% si redundantd nuld a

semnalului codat. Dacd simbolurile sursei ar fi fost codate prin secvente binare cu

lungime fixa (3 biti/simbol: 000; 001; 010; 011; 100) ar fi rezultat o valoare a redundan-
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tei semnalului codat de: R = 31_183;5 =60%.

P2. a) Construiti i analizati codul Huffman pe un simbol pentru o SDCFM cu 3
caractere (A; B; C) caracterizatd de vectorul probabilistic (3/4; 3/16; 1/16).

b) Studiati eficienta codului Huffman proiectat pe structura de caractere
compuse din 2 simboluri ale sursei.

¢) Pentru a nu putea fi dedusd natura sursei informationale, se poate determina
un nou set de simboluri ale sursei, obtinute prin descompunerea fiecirei valori de
probabilitate in suma de puteri negative ale lui 2. Reproiectati codul Huffman pentru

sursa datd, in acest caz. Ce observati?

Solutie: a) Se reprezintd diagrama-arbore a codului Huffman:

@ I:md rfidicind
1

A 34

B 316 L0l
Co1g 14

Fig.11.4 Diagrama-arbore a codului Huffman construit pentru sursa cu 3 simboluri

Se calculeazd entropia sursei, lungimea medie a cuvintelor de cod si eficienta
codului:

H(p) =1,012biti/simbol;l = 1,25biti/simbol; 1| =76,5%

b) Cresterea eficientei codului este posibila prin utilizarea de caractere compuse.
Pentru simplitatea calculului se lucreazd cu ponderile caracterelor obtinute prin
multiplicare cu 256 a valorilor probabilitdtilor. Diagrama-arbore este reprezentatd in
figura I1.5. Codul obtinut este descris in tabelul I1.2.

Lungimea medie a cuintelor de cod este:
I, =2, 07biti/caracter compus = 1,035biti/simbol
ceea ce corespunde unei eficiente de codare de 97,73%.

¢) Descompunem simbolurile astfel Incét sd obtinem doar valori de probabilitate
de forma unor puteri negative ale lui 2: (A;A,; B;; B,; C) --> (1/2; 1/4; 1/8;1/16; 1/16).

Construiti codul Huffman folosind noul set de simboluri.

Se observd cresterea lungimii medii a cuvintelor de cod. Optimizarea codului

este posibild prin considerarea caracterelor compuse din minimum 2 simboluri.
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Fig.I1.5 Diagrama codului Huffman construit pe simboluri compuse

Tabelul 11.2

Codul Huffman 2 construit pe setul de caractere compuse

Simbol |Probabilitate | Cuvint Lungimea cuvantului de
de aparitie de cod cod (biti)
AA 144/256 0 1
AB 36/256 100 3
AC 12/256 1100 4
BA 36/256 101 3
BB 9/256 1110 4
BC 3/256 11110 5
CA 12/256 1101 4
CB 3/256 111110 6
CcC 1/256 111111 6

P3. Proiectati si analizati codul Huffman pentru o SDCFM cu 7 simboluri si
setul probabilistic:(3/8; 3/16; 3/16; 1/8; 1/16; 1/32; 1/32).

P4. Construiti si analizati codul Huffman pe structura de caractere compuse din
2 simboluri pentru o SDCFM cu 4 simboluri A;B;C;D cu probabilitatile:1/2; 1/4; 1/8; 1/8.

P5. O sursd genereazd doud simboluri A si B cu probabilititile 5/8 si 3/8.
Construiti $i analizati codul Huffman pe subsimboluri avind probabilititile ca puteri

negative ale lui 2. Reluati algoritmul lucrand cu caractere compuse din 2 subsimboluri.



