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� ����� �� ����� �� ����!"� �������� ��#� $������%� ���&' ��� ���"���� � (�&�"

(���" )�� �*��+ �, &����- .�*�%�#��� - � (�������# �"#/-  � �'���"� ���#��"� �� "��+0

�'�� ���� ��"���"�#� � ����� '� ���#��"� �� ��('������ �� (�#� +� &�%� "�'����

+�'&�&� �"��� '� [Mun97], [ Pap65], [Zie97].

	
��
�
 �� ����� ��������� ��������� ���� ������� )	�
1�/ �� ��(���!"�

+���"���� ��" (���" �� ��������� �������� )��- ��-000- ��/ ����+�����"�- ��'#��" #� �� ����

�� ����������� � )+�-+�-000+�/,

)��02/� ,



�� �� 000 ��
�� �� 000 ��




��"��(�#3�� �� ����,

)��04/Σ
�=�

�

�� = 2

�!����� �� (����%�"� �� ����5� �� �� �*+���� #� �� ����,

�� = -log2pk )&���/ )��0�/

6� '���� ����� � ��('������ '� (����%�"� �� ����5� � ������ �� ����!"� �!������

!� �� ��"������ #� �� ����,

)��07/�(�) = ��
∆
= Σ

�=�

�

���� = −Σ
�=�

�

�� '$
�
�� (����8	
���)

6� '���� ��*��� � ��"�'+��� �� '&���� 9� #�%� $�������� �#.�+�'&�&� � �

����5� '�,

��*[H(S)] =  '$� � )��0�/

)! � ������ ����5� '� ������0/

"���!��! � ����� � �� $�����" �� ����� ��"� ��(���"� +��� �� ����,

� = max [:)	/] � :)	/ )��0;/

������! � ������ �� ��(���!"� #� ��+'�"� ���"�� ��"�'+�� ��� � !� <� '���� ��

��*���0

)��0=/η = �(�)
���[�(�)]

	
��
�
 �� ��#���� �$��!��� �� ����! � � ������ �
1� $������%� $��+� ��

� ����5� � � ������ ������ �0

��"�'+�� ������ �*"���� 	� �� #� #� ��%� #� �� ����,

�������� 	
��

���� � 	�	���� �� 
�����
���� �������� �;



:)	�/ = �:)	/ )��0>/

	
��
�
 �� ���#���, ����� �������� �� ������� )	��/ ��� ����� 	��%�&

�� #���#"���%��%� +��� (�+"� #� (��#��� ����5 (����%�" ��+���� �� ��� ��� ��� �� "�

����5� ��"���'���0


���!�� ������ ��"� ��" �� ������ �'���"� '� �� "��+  � #��� �� ����5

��( ������%� ��!���� ������ #� �*#�+��� �'���"� �� +�'+���0

������ 	�� �� '���� � �� ��(���!"� #� ��##������� � "��� '� � ����5�

(����%�"� ��"���'� �'���"� �� #'�������"0

���#������ 	�� �� (�#� (�� +��� ��"'�� $��(��� '� '����"�"� #� �� �'���� )�"���/-

(�� ��"��#�� #� ��"��#� �� +�'&�&� �"��� �"���'���� 
 !� �� "���%���� � �"'#.��"�#�0

��#� � ����"� � ��"��#�� �� "���%���� ���" ��<�����"� 9� "��+- ����� �� ����!"�

��� ��!���0


��� ��(������- 	�� �"���'���� ��"� ��'����� ��#� ��"� ��"��(�#�"� �� ����,

)��0?/
�→∞
 �� 
� = �

���� @ ��"� ' ��"��#� #� � ����"� #'��"��"� (���"�0

��"�'+�� ������ �� ��$'��#� �� ��"������ #'�('�� �� �����,

)��02A/�(�) = −Σ
�=�

��

Σ
�=�

�
���(�� ��) '$

�
�(� � ��)

�������,

� � '����� ������B

� � ������ ����5� '� ������B

+� � +�'&�&� �"�"�� �"���� 	� )C = 2- 400 ��/B

+)�� | 	� /�+�'&�&� �"�"�� �� $������� � ����5� �� �� ��� �"���� 	� )5 = 2- 400 �/0

���
�����
,  D� #�%� "���������� ��$�"� � � "�*"� '� ��"� ��(�#���"� �'�� ����

������ #� ����� ���C'< �� '����� 2 ��� 40 �'�� � � �� '���� ��+���'� ��#���"�

#��#��"� �� #'����8��#'���� +��"�� #'�+�#"���� ��"� '� �� ���� #'�+ �*�"�"�-

#� #3!"�$��� �������(�#�"�<� 9� #��� #� +��<�!"� ����#���� �����������

����� � �� "�������0

�+"���%���� #'����� "�*"� '� +'�"� (� ��� �%�"� +��� (' '����� ���� ��#��'��� ��

#�<��"� �%�� � 9� #��� ���" ��# ��� !�  �"��� � � (�&�"� �� ���+�#"�<- +��"�� ('������

#�<��"� '� ����- ����"�'���� 9� ��#��'���0

�������� 	
��

���� � 	�	���� �� 
�����
���� �������� �=



��� �'�- ����$����"� #'����#���� '� �"� �%��%� ������ �������! ���� � �

����� '� ��('�����'�� � [Tut88],[Mun92]- +��� #��� �� �"�&� ��# �����.�� � +��'��"��� '�

����5� '�0

	������ �������! ��� � ���� ����� ���#��"� 	 #� � ����5� {��- ��0000��} #'��"�

9�"���� ��� �� ��!���� ��������&� {@�- @�0000@�} ��'#��"� ����5� '�- ��(���"'�  �

��+'�"����- �����(�#���� ��� �� �<���� �#��"'��,

)��022/� ,



�� �� 000 ��
�� �� 000 ��





� &�%� �'�� � �� +��(������� � ������- �� +'�"� #'��"��� ������� �������������

�� �������! �,

)��024/� ,





�� �� 000 ��

�� �� 000 ��

�� �� 000 ��






���� ��"� <�#"'�� +�'&�&� �"��� '� ����5� '� ��� ��"�� = (��-��00000��) � = (��- ��00000��)
<�#"'�� +'����� '�0

D� #�%� ��#��'�!"���� +�'&�&� �"��� '� ����5� '�- �� +'�"� ����#� <�#"'�� ��

+�'&�&� �"��� +� &�%� <�#"'�� �� %� +� #��"���� 	��
������
��

��������� �������� �������������


'�(�#������ C�- C� 000 C� ��� <� '�� ���"���� ��" ���#��" {v1,...,vL}- � E �-

�������"'� �'�� � '� (�%%F- #��� #'���+��� $���� '� #� �"�"�<�, {('��"� ��#B ��#B "�+�#B

����B ('��"� ����}06� '�� � ��'#��"� �#��"'� #��"���� #� �"�"�<� +'" ���+�#"� ' �#� �

����"��#� ��� �����"��#�-  ������ ��� �� ������ )#'�+����"� ��� �*+����"�/0 )1�$0 ��02B ��04/

�������� 	
��

���� � 	�	���� �� 
�����
���� �������� �>

F�$0��02, 
���#"����"�#� ����"��#� )�/  ������B )&/ #'�+����"�B )#/ �*+����"�0



D� $����� ��  �#���%� #� 4B �B 7 ��� � <� '�� �� +'�����0 ��#� <'� �*��"� ���

�� "� ����5� #� �#���!� +'����� C- +��'��"�� �#.�<� ��"�0

��#� �� �'"��%� �	 = <	+1 �<	�"��#�,

(�)�� �, +��"�� �� = �� = �
 = 0000 �� '&���� #���#"����"�#�  ������ � +��(������ '�0

(�)�� ��, +��"�� �� E �� E �
 0000 �� '&���� #���#"����"�#� +��(������� � �*+����"�0

(�)�� ���, +��"�� �� G �� G �
 0000 �� '&���� #���#"����"�#� +��(������� �

#'�+����"�0

6� '�� � +'����� '� #� �"�"�<� +'" (� � ���- 9� (��#��� �� �+ �#����,

◆ 9� �����
��
 ����	
���� )�*��+ �, {A0� B *B 20�} ; {1; 2; 3; ...}/0

◆ 9� �����
��
 �
�	
����� )�*��+ �, {0.5; 1; 2} ; {0.25; 0.5; 1; 2; 4}/0

)* ��+��%��"� <� '���� +'������ ����5� '� �"������ � �
����� ����
/0

�!������ ����� '� �� ��('������ (��� ���'��� �'�� �"� +�'&�&� ��"�# !�

+��(������� [Mun92] ��"� ��"� �� �� ����,

)��02�/�(�) = −Σ
�
���� '$��� =∼ −Σ

�
� � '$���

6� '���� ��*��� � ��"�'+��� �� '&���� +��"�� ��"� �� +�'&�&� �"���,

)��027/�� = 4� �8 Σ
�

4� � - � = 2-�

�#��"� �'�� � #'�&���"� ���" �"� � +��"�� ��� �%���� ��'� #'���� ��� �(�#���"�-

�����('��� �� #'�+�����- #'�+�#"��� ��� �� #'��#��� � ��'�� '� )��+  !�"#���

$���
���
� %��
�& [Aks95]0 

"�
	��
,

◆ D� #�%� ���$��� '� ���#��"� � &���$��- �� +'" �"� �%� +��"�� +�'��#"���� ��'�

#'���� �� #'�+�#"���- �'�� � +�'&�&� ��"�#� #� #���#"����"�#� �*+����"�0

�������� 	
��

���� � 	�	���� �� 
�����
���� �������� �?

F�$0��04, 
���#"����"�#� �����"��#� )�/  ������B )&/ #'�+����"�B )#/ �*+����"�0



◆ D� ���"��� �� #'����#���� �	� )'����� �(��
	 ��� )����
 %�		����������&

[Kuc91]- �� �"� �%��%� �� #'� �� #'�+����� #� +�'#����� ��(�������"� � <'#� � '�

(��� �� #'��'���- #��� +����"� ����#���� ��"�� �� "��������� ��  � 2A7 C&+�  � 2�

C&+�0

◆ D� �#� �!� ���"��- �� �"� �%��%� �� #'� #'��#"'� �� ��'�� �� "�+ ��
 #���

���$��� #'��#��� ��'�� '� ����� +��"�� 2>4 �� &��� ���"���� #���� �� 4;A-

# ���(�#���� ���+�#"�<� � &��� '� ��� �%3������ +� #��"���� ��+'�"����� �#��"'�� 9�

���$������ #� �"���� ����� � �� <'#� "�������0

II.2 Coduri Huffman pentru compactarea datelor

(���������� ������� ��"� +�'#���� �� ����#��� � ����������� ����� � ��

"������� +��� +��"����� #'��"��"� � ��"�'+��� �#��"��� ��"(� 9�#3" ��"� � +'" (� �*"���� (���

��'�� +��� ��#'����� ��#<����� #'��"�0


'�+�#"���� ��"� �"� � 9� #�%� ����� � '� (����%�"� �� ����� � �� ��('������ #�

���������� !� ��&�" &���� $�����" �� <� '�� ('��"� ����0 	���� � ���#��"� �� ��('������

)(�#���� B <'#�B ���$��� �'&� � � &���$�� ��� #' '�B 9���$��"���� ��$�"� � �"#/ +�'��#

��&�"� &����� �� �"�< ���� )�� '����� ��"� '� �� �&+�/0 	���� � � ��$�"� � (����%�"� ��

�#��"� ����� +��%��"� 9� $����� ' ���������� ����#�"�0 ����#���� ������ �� �� &��� #���

"��&��� "������!� �� ��� �%��%� +��� �+ �#���� ���� #'� ���#<�" �� #'�+�#"���0 D� +��%��"

�� �"� �%��%� ��� �� "� "�+��� �� #'���� +��"�� #'�+�#"���0 ��� � +����+�� #��'�!"����

�+��'��#� � ������ !� (' '���# �'�� � +�'&�&� ��"�# ��5� #'��"���" � �#��"���0 � "� ��"'��

�� #'�+�#"��� �'�� ��%� ����� ��� #.��� ����� � ��$�"� "������� #��� #'��"�"��� ����� 

�� ��"���� 9� #'�'�0 
� � ��� �<����"� "�.��#� �� #'�+�#"��� � ��"� '� �� ��#���"� ��

�'�� � ������ !� +'" +�� �#�� ����� ���'�� �&� � ��� ���"���'���� +��� (' '����� ��'�

�!������"� H��#��'����H �� ���&' ���- 9� #'�"���� +�'#�� �� ���+"���  � ����� �� ��"� +�

����"� "����������0

(�������#�����$ ���" #'�����& '# #�  ��$��� <����&� � � #�<3�"� �� �� #'� !� ��

�<��"�5� #� ���" ��"'���#�'��%��"�0 
��� ��(������- 9� #�%� #'���� '��+��(�* ��#� �� #�<��"

�� #'� �� +'�"� (� ��#<���� �� 9�#�+�" )��
���/ +��"�� � " #�<3�" �� #'�0

�� ���#�����$ ������� ��� +�'+���"�"�� #� '��#� !�� ������(���" �� ���&' ��� ��

#'� +'�"� (� 9�+����" 9� �'� ���# 9� #�<��"� �� #'�0

�������� 	
��

���� � 	�	���� �� 
�����
���� �������� 7A



	� #��'�# ���  �"���"��� �� �+�#�� �"�"� ����"'��� � "�'���� +��<��� #'���� �

�� "�+ +��(�*0

,������ � ��� �$����! ��� D�"���� � (�&�" #��� #'����� @ ���&' ��� �*��"� ��

#'��+��(�* #� � #�<��"� �� #'� #�  ��$��� �  � ��#� !� ����� ��#� ��"� <���(�#�"�

��
�������
� ��� �����,

  )��02�/Σ
m=0

M−1
K−lm ≤ 1


'�� �+��(�* ��"� #'�+ �" 9� #�% �� �$� �"�"�0

*
	��������
+ 1�� �  ��$���� ��*��� � #�<��"� '� �� #'�0 
� ��<� � � �� ��

� ���$����� �� "�+ H��&'��H #��� ���#��� ����� �� ����� �*��"� C� �"��� )������/0 
���

� �$���� ���� ��#<���� ��  ���&' ��� ���+" #�<3�" �� #'�- �� � ����� ��� ���$���� C���

������ #��� ����<� ��� �"���� (��� � #'���+��%�"'��� �#��"�� ��#<����0 ������ "'"� � 

������ '� � �����"� ��� ���$����- +��� � �$���� "�"��'� #�<��"� '� �� #'� #�  ��$��� �  �

��+���- �� +'�"� ��+�!� ������ ������ '� �� +� � "��� ��<� 0 ��#�-

I0�0�0 )��02;/Σ
m=0

M−1
KN−lm ≤ KN ⇒ Σ

m=0

M−1
K−lm ≤ 1

,������ � ��#� � � ��!'���� ����� � ��&�!����� �������#�����$�� 
��"�� ' �����

���#��"� �"���'����- #� ���"��&���� +�'&�&� ��"�#� -  ��$���� ����� � & '#� �� #'��"  �p l
��!���� #'�'�� ���+��(�*- ��"��(�#� ���$� �"�"�� ��& �,

    )��02=/�(�) ≤ � < �(�) + 2

���� :) / ��+��%��"� ��"�'+�� ������0p
*
	��������
, 1��� � ���"�3�$� $����� �"�"��- <'� #'������� ' ����� &�����

�"���'����0 
��"�� � ��"������  ��$���� ����� � #�<��"� '� #'�� ���+��(�* '+"��- +� &�%�

���$� �"����  �� @��("- ��+� �(�#"����� � #3"'�<� #� #� � � $�&��#� ���+ � �� '&����,

� − �(�) = Σ
	=�


−�
�	�	 − Σ

	=�


−�
�	 '$

�

�
��

= − Σ
	=�


−�
�	 '$

�

�−��

��
=

I0�0�0= − Σ
	=�


−�
�	 '$

�

  � �−��

�	
≥ − '$

�

 Σ
	=�


−�
�	



�−��

�	
− 2

 =  '$
�


 Σ
	=�


−�
4−�� − 2

 ≥ A

����"� ��*��� �  ��$���� ����� � #�<��"� '� �� #'�- +��<�%�"� �� �#���"�

"�'����- �� '&���� 9� #�%� #'���� '� �� #'�+�#"��� +�'+��� �� 	.���'�- ���+�#"�< 1��'0


'�� :�((��� ��#���"� �"� �%���� ��'� "�&� � �� #'���� !� �� ��#'����

#'��"���"� +� &�%� ���$����� 9� ('��� �� ��&'��0 �#���"� ��+ �#� (' '����� ���� #�+�#�"���

�� ���'��� �� �"�< �*"����- +��"�� �+ �#���� �#��"�� #'��& '# #�  ��$��� <����&� � �

#�<��"� '� �� #'�0
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	+�� ��'��&��� �� #'���� � :�((���- 	.���'� +�'+��� �� � $'��"� ��

#'�+�#"��� #��� +����"� ��"��������� �"���"�<�- #� �� ������� �� '+������ � $�&��#�- �

#�<��"� '� �� #'�-  � #�����- (��� ' ���'���� +��� �&� � �  '�0

���$���� #�<3�"� �� �� #'� �� '���� � �� ��"������ #'�('�� �� �����,

)��02>/�	 = −[ '$��	] - ∀ 	 = A-) − 2

)������
: [x] ��+��%��"� 9� �#��" #�% +��"�� 9�"���$� � ������ �� *0/


� &�%� +�'+���"��� '� (��#���� H+��"� 9�"���$�H-  ��$���� ����� � #�<��"� '� ��

#'� ��"��(�#� ����"'��� �,

I0�0�0� = − Σ
	=�


−�
�	[ '$

�
�	] < − Σ

	=�


−�
�	( '$

�
�	 − 2) = �(�) + 2

D� #�%� 9� #��� +�'&�&� �"��� � � ����"� '� ������ ��('�����'�� � ���" ������ ��

('��� ��'� +�"��� ��$�"�<� � �  �� 4- #'�� 	.���'� '&����" ��"� '+"�� !� #'��#���- #� ��"

�� #�<��"� �� #'�- #� #� :�((���0 ��#�- 9� $����� - +��"�� �� <�#"'� '���#��� ��

+�'&�&� �"���- #'�� 	.���'� ��"� ��&'+"��0 D� �'� �������"'� �� +'�"� ���'��"�� #� !�

#'�� 1��' ��"� �� #'� ��&'+"��0

���
�����
� 
�<��"� � �� #'� 	.���'� �� '&��� ��� ��%<' "���� 9� &���� �

� ����"� '� <�#"'�� �� �� +�'&�&� �"��� #��� �"�- #� #� �" ��+� '��'����� 9� !��

���#���#�"'� � <�#"'�� �� +�'&�&� ��"�# � ������0 	� ����� +�����  � &��� �� ��+�

<��$� �- #'�('�� �� ����� )��02>/0

+�������� ��� #'�� �� �� "�+ H+��(�*H '+"��,

➊ ��#� +�'&�&� �"��� � � �'�� ����5� � � ������ ���" ��(���"� !� +	 > +� - �"��#�

#�<��"� � �� #'� ��'#��"�  '� ��  ��$��� �, li < lk ��"(� 9�#3" �� �� ���+�#"� +���#�+�� 

#'�+�#"���� ��"� '�0

➋  
�<��"� � �� #'� #� �#���!�  ��$��� ��(��� ����� +� � "��� � +'%����0

,������ � ���#� �-�'������� �� ��!����� �� � �������#�����$ ����� .�����!�

��#� #� � �'�� ���&' ��� � � ������ �� +�'&�&� �"��� ������ �� #'�&��� 9�"����

���&' ��"�(�#�� !� �'� #'� ��"� '+"�� +��"�� ����� ��"�(�#�� �- �"��#� #'�� ������ ��"�

'+"�� !� �� '&���� ��� #� � � " ����$3�� #3"� �� &�"- A !� 2-  � �(3�!�"� #�<3�"� �� �� #'�

��"�(�#�� ('���" )���'��"����� �#��"�� �(������� �� $���!"� 9� [Bla90])0 �+������ �� �������

� ���&' ��� '� �� +�'&�&� �"��� ������ �� ��+�"� +��"�� ����� �'��('���"� +3��  �

'&������� ���� ����� #� �'�� �'�� � ����"�- #��� �� #'���%� &����, A- ���+�#"�< 20
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➊  
�'&�&� �"�"�� ���&' � �� �'��('���" +��� �������� � �'�� ���&' ��� � �

������ �� #� #� ��%� #� ���� � +�'&�&� �"��� '� ���&' ��� '� �����"�0

➋  ��#�  ��$���� ����� � #�<��"� '� �� #'� ��"� �$� � #� ��"�'+�� ������ ��

����� - �"��#� #'�� #'��"���" ��"� #'�������" ����	�

➌  ��#!'�����  ��$���� ����� � #�<��"� '� �� #'� �� +'�"� (�#� +��� #'����� +�

& '#��� �� ���&' ���0 
�'&�&� �"�"�� ���� ���&' #'�+�� �� <� #� #� �- 9� #�%� 

����� '� (��� ���'���- #� +�'��� � +�'&�&� �"��� '� � ����"� '� #'�+'���"� 0

➍ D� #�%� #'�+�#"���� "�*"� '� )(��� � ����"� $��(�#�/ ��"� ��� �"� � �"��#"��� +�

#�<��"� !� �� +�  �"���0 	� #'��"�����# ��#��'���� �� #�<��"� �%�� � )�� �*��+ �-

�� #��#� 7AAA �� #�<��"� 9� #�%� (' '�����  ��&�� ��$ �%�/  � #��� �� ����$� "'�"�

 �"��� � )+��"�� #'����� #�<��"� '� ����# ��� 9� ��#��'���/- #�(�� � !� ����� � ��

+��#"�����0 	� '&��� ��"(� #'�����& '# #�  ��$��� <����&� � �� ���������� ('��"�

���� ��� #� +��('������ ��+���'��� #'����� pe structura de caractere

alfanumerice. �� �<��"�5 � �#��"�� ��"'�� 9 #'��"�"��� (�+"� #� ��"� ��

#'�+�#"��� �� ��+���� �� ������� ��� �� "�+� #���#"��� '� (' '��"� +��"��

����#"���0

➎ 
��"�� #'����� :�((��� � ����� '� �� ���������� ����- ��"� ��#�����

#'��"������ ���� ���$���� �� "�+ ��&'�� #� ����� ('��"� ���� �� �"���0 	� +��(���

(' '����� 9� �#��" #�% � #'���� '� 	.���'��1��' #��� +����" ��+ ����"���� ��&

('��� �� � $'��"�� #� +�'#��'��� ��$�"� � �� ����� 0

➏ 	+�� ��'��&��� �� #'���� ��+��(�* :�((��� #��� �"� �%��%� �'�� � +���"�&� �"�

� � ������ �� ��('������- #'���� � ���<���� � �� #'�+�#"��� )J�<����+� / +����"

#'����� ����� '� ���'�� �"� ��� ���"���'����- (�� +��� #'��"������ ���� �'�� � 

������ ���+"�&� 9� "��+ ��� #.��� ����� � "�������- (�� +��� ��� �%���� ��'�

���������
 �� ���&' ��� #� +�'&�&� �"��� ���� �� �+������- �� ��������

�����+"�&� � +� ����"� "����������  � ����� � "�������0

���� ���������

+*/ 	� �� #'��"�����#� !� �� �� ��� �%�%� #'�� :�((��� +��"�� ' �����

��('�����'�� � ���#��"�- (��� ���'���- #��� $������%� � ���&' ��� )�B KB 
B �B �/ #� <�#�
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"'�� �� +�'&�&� �"��� � = )284B 287B 28>B 282;B 282;/0

�������� 	� #'��"����!"� ���$���� L��&'��L +� ��"� �� ���&' ���- 9� '�����

���#���#�"'��� � +�'&�&� �"��� '� �� �+������0 	� �+ �#� � $'��"�� �� #'��"��#��� � #'�� ��

:�((��� )(�$0��0�/0


�<��"� � �� #'� ��'#��"� ���&' ��� '� ������ �� #�"��# 9� ���$����- ��  � ����+"�

 � �"3�$�- + �#3�� ��� �'�� ����#���0 
'�� :�((��� '&����" ��"� ���#��� 9� ��&� � ��02

)#�<��"� � �� #'� !�  ��$��� � �#��"'��/0

,������ ��/*


'� :�((��� +��"�� 	�
1� #� � ���&' ���

	��&' 
�'&�&� �"�"�
�� �+������


�<3�"
�� #'�

���$����
#�<3�"� �� �� #'�

)&���/

� 284 A 2

K 287 2A 4


 28> 22A �

� 282; 222A 7

� 282; 2222 7

��"�'+�� ������,

�(�) = −Σ
�
�� '$�� � = �

�
⋅ 2 + �

�
⋅ 4 + �

�
⋅ � + �

�	
⋅ 7 ⋅ 4 = �


�
= 20>=�����8��	���

���$���� ����� � #�<��"� '� �� #'�,

� = Σ
�
� ��� = �

�
⋅ 2 + �

�
⋅ 4 + �

�
⋅ � + �

�	
⋅ 7 ⋅ 4 = �


�
= 2- >=�����8��	��� = �(�)


'�� :�((��� #'��"���" ��"� '+"��- #� �(�#����� �� 2AAM !� ���������� �� � �

����� � �� #'��"0 ��#� ���&' ��� � ������ �� (� ('�" #'��"� +��� ��#<���� &����� #�

 ��$��� (�*� )� &���8���&' , AAAB AA2B A2AB A22B 2AA/ �� (� ��%� "�" ' <� '��� � ���������
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1�$0��0� ���$�������&'�� � #'�� �� :�((��� #'��"���" +��"�� ����� #� � ���&' ���



��� ����� � �� #'��" ��, 0, = �−���


���



= ;AM

+0/ �/ 
'��"����� !� ��� �%��� #'�� :�((��� +� �� ���&' +��"�� ' 	�
1� #� �

#���#"��� )�B KB 
/ #���#"���%�"� �� <�#"'�� +�'&�&� ��"�# )�87B �82;B 282;/0

&/ 	"������ �(�#����� #'�� �� :�((��� +�'��#"�" +� �"��#"��� �� #���#"���

#'�+��� ��� 4 ���&' ��� � � ������0

#/ 
��"�� � �� +�"�� (� ������ ��"��� ������ ��('�����'�� �- �� +'�"� ��"������

�� �'� ��" �� ���&' ��� � � ������- '&����"� +��� ���#'�+������ (��#���� <� '�� ��

+�'&�&� �"�"� 9� ���� �� +�"��� ��$�"�<� � �  �� 40 ��+�'��#"��� #'�� :�((��� +��"��

����� ��"�- 9� �#��" #�%0 
� '&���<���N

������
+ �/ 	� ��+��%��"� ���$�������&'�� � #'�� �� :�((���,

	� #� #� ��%� ��"�'+�� ������-  ��$���� ����� � #�<��"� '� �� #'� !� �(�#�����

#'�� ��,

�(�) = 2- A24����8��	���B � = 2- 4�����8��	���B η ==;-�M

&/ 
��!"���� �(�#������ #'�� �� ��"� +'��&� � +��� �"� �%���� �� #���#"��� #'�+���0


��"�� ���+ �"�"�� #� #� � �� ��  �#���%� #� +'����� � #���#"��� '� '&����"� +���

�� "�+ �#��� #� 4�; � <� '�� '� +�'&�&� �"��� '�0 ���$�������&'�� ��"� ��+��%��"�"� 9�

(�$��� ��0�0 
'�� '&����" ��"� ���#��� 9� "�&� � ��040

���$���� ����� � #���"� '� �� #'� ��"�,

�� = 4- A=����8������
� ��	��� = 2- A������8��	���

#��� #� #'���+���� ���� �(�#����� �� #'���� �� ?=-=�M0

#/ ���#'�+���� ���&' ��� � ��"(� 9�#3" �� '&����� �'�� <� '�� �� +�'&�&� �"�"�

�� ('��� ��'� +�"��� ��$�"�<� � �  �� 4, )��B��B K�B K�B 
/ ��G )284B 287B 28>B282;B 282;/0


'��"����� #'�� :�((��� (' '���� �'� ��" �� ���&' ���0

	� '&���<� #��!"����  ��$���� ����� � #�<��"� '� �� #'�0 �+"���%���� #'�� ��

��"� +'��&� � +��� #'���������� #���#"��� '� #'�+��� ��� ������� 4 ���&' ���0
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1�$0��07 ���$�������&'�� � #'�� �� :�((��� #'��"���" +��"�� ����� #� � ���&' ���



,������ ��/0


'�� :�((��� 4 #'��"���" +� ��"� �� #���#"��� #'�+���

	��&' 
�'&�&� �"�"�
�� �+������


�<3�"
�� #'�

���$���� #�<3�"� �� ��
#'� )&���/

�� 27784�; A 2

�K �;84�; 2AA �

�
 2484�; 22AA 7

K� �;84�; 2A2 �

KK ?84�; 222A 7

K
 �84�; 2222A �


� 2484�; 22A2 7


K �84�; 22222A ;



 284�; 222222 ;

+1/ 
�'��#"��� !� ��� �%��� #'�� :�((��� +��"�� ' 	�
1� #� = ���&' ��� !�

��"� +�'&�&� ��"�#,)�8>B �82;B �82;B 28>B 282;B 28�4B 28�4/0

+2/ 
'��"����� !� ��� �%��� #'�� :�((��� +� �"��#"��� �� #���#"��� #'�+��� ���

4 ���&' ��� +��"�� ' 	�
1� #� 7 ���&' ��� �BKB
B� #� +�'&�&� �"��� �,284B 287B 28>B 28>0

+3/ � ����� $������%� �'�� ���&' ��� � !� K #� +�'&�&� �"��� � �8> !� �8>0


'��"����� !� ��� �%��� #'�� :�((��� +� ��&���&' ��� �<3�� +�'&�&� �"��� � #� +�"���

��$�"�<� � �  �� 40 �� ���� � $'��"��  �#�3�� #� #���#"��� #'�+��� ��� 4 ��&���&' ���0
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1�$0��0� ���$���� #'�� �� :�((��� #'��"���" +� ���&' ��� #'�+���


