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V.1 Introducere

Un cod corector de erori utilizat pentru transmisia datelor transforma un
canal discret zgomotos intr-un canal sigur, de incredere adicd indiferent de interferentele
si distorsiunile de pe canal, secventa decodatd este corectd. Aceste coduri sunt proiectate
pentru canale zgomotoase fard constringeri impuse secventei transmise. Canalul de
transmisii (CT) cu constrangeri poate fi transformat intr-un CT fard constringeri prin
folosirea unui codor (decodor) de translare a datelor. Aplicatiile acestor tehnici de codare
sunt diverse: comunicatii mobile, comunicatii prin satelit, modemuri de transmisie
simultand voce-date, transmisii de date prin sistemele TV si radio existente etc.

Tehnicile de corectie a erorilor de transmisie in sistemele de comunicatii
digitale au prezentat interes practic abia din anii '80 cind au fost introduse in
comunicatiile prin satelit precum i 1n sistemele de stocare a datelor cu densitate ridicata,
pe CD (Compact Disc). Strategia de proiectare a acestor coduri s-a modificat continuu.
Codurile de tip 'bloc' au evoluat de la forma binard la varianta multibit, ceea ce a permis
reducerea considerabild a energiei necesare de transmisie precum si la simplificarea
echipamentelor de transmisie-receptie.

In unele sisteme de comunicatii, pentru sciderea complexitatii si a costului
echipamentelor, se preferd realizarea doar a detectiei erorilor de transmisie fird corectia
lor, avand ca urmare cererea de retransmisie a cadrelor eronate.

In cazul codului ASCII cu exprimare pe 7 biti a caracterelor se procedeazi la
adaugarea unui asa-numit bit de paritate prin aplicarea unei anumite conventii:

0 pentru paritate pard (even-parity) se calculeazi valoarea bitului excedentar
astfel incét ponderea octetului transmis si fie de valoare pard (exemplu: 1 0011100);

O pentru paritate impard (odd-parity) se calculeazi valoarea noului bit astfel
incat ponderea octetului transmis si fie de valoare pard (exemplu: 0 1110101);

O pentru paritate de tip 'l' (mark-parity) se introduce un bit 'l' in octetul
transmis;

O pentru paritate de tip '0' (space-parity) se adaugd un bit '0' la sfarsitul
octetului transmis.

In toate situatiile, receptorul verifica valoarea bitului de paritate in vederea

depistarii eventualelor erori de transmisie.
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Fig. IV.1 Bucla de generare a bitului de paritate

Generarea bitului de paritate se face conform metodei adoptate:

0 paritate pard: se sumeazid modulo-2 bitii transmisi (Fig.IV.1) (folosind

valoarea initiala '0");

O paritate impard: se neagd suma modulo-2 a bitilor din registrul de transmisie

(SR - Shift Register) aplicind o valoare initiald '1".

Intrucit aceste metode se limiteazi doar la detectia unor erori simple de

transmisie, se poate realiza o verificare complexd a parititii semnalului, luerdndu-se pe

matrici de biti (7*7 biti) cu paritate verificatd simultan pe linii si pe coloane, cu

posibilitatea determindrii pozitiilor unor erori.

Exemplu: Fie sirul de date:
1001001.1111101.1110111.0000101.0010111.0000100.1100001.1010001 .......

Se transformd vectorul de date corespunzitor primilor 49 de biti intr-o matrice

patraticd, bidimensionald si se introduc bitii de paritate pe linia a 8-a si $i pe

coloana a 8-a, pe principiul parititii impare:
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Sirul binar transmis se

OOoO0oommiOoOooo

obtine prin citirea liniilor matricii codate M:

10010010.11111011.11101111.00001011.00101111.00001000.11000010.

10010111.

Daca se receptioneazi eronat bitii subliniati, matricea corespunzitoare secventei

receptionate este:
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Recalculind ponderile fiecdrei linii $i coloane, se obtin vectorii vl, v2. Se
observd aparitia erorilor pe liniile 1; 3; 4; 5 si pe coloanele 2; 4; 5; 7
(numerotarea s-a facut de la 1 la 8). Bitii determinati de intersectiile acestora pot
fi eronati.

Pentru o ratd a erorilor uzuald de 10° si amplasare aleatoare a acestora, este
posibil ca cel mult un bit din cei 49 ai matricii sa fie eronat. Pozitia acestuia se
determind simplu prin intersectarea liniei cu coloana care rezultd prin
recalcularea bitilor de paritate. O eroare pe al 10-lea bit din sir, va conduce la
modificarea parititii pe linia a 2-a si pe coloana a 3-a a matricii de date fiind

astfel posibild corectia sa.

Totusi sistemele complexe de comunicatii digitale includ circuite de corectie a
erorilor folosindu-se: coduri Hamming; coduri Reed-Solomon; coduri convolutionale;
coduri ciclice; coduri TURBO, care vor fi studiate in acest capitol.

Codurile Hamming binare sunt utile pentru transmisii afectate de zgomote
aditive cu distributie non-gaussiand dar sunt vulnerabile in cazul aparitiei fenomenului de
fading

Sunt studiate in acest capitol performantele codurilor Reed-Solomon definite in
campuri Galois de diferite dimensiuni, prezentindu-se codurile optime, adicd cele care
satisfac un compromis intre cresterea debitului transmis si numarul de erori corectabile.
Algoritmii de codare/decodare RS pot fi implementati cu ajutorul procesoarelor
specializate pentru cAmpuri Galois si pot fi executati in timp real. Aplicatiile acestor
coduri cuprind transmisiile digitale cu fading si mai putin cele cu perturbatii aditive
aleatoare.

Codurile convolutionale au fost analizate 1n variantd binard specificindu-se
codurile optime cu cel mult patru celule de memorie. A fost impusi aceastd limitd pentru

a permite procesarea datelor in timp real printr-un numar limitat de operatii aritmetice. In
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variantd binard, aceste coduri sunt deosebit de performante pentru transmisii de date cu
viteze mici si medii, afectate de zgomote aditive de tip gaussian. Limitarea capacititii de
corectie, determinati de cresterea excesivd a numdrului de operatii efectuate in
decodor, impune proiectarea acestor coduri in cAmp Galois, asemenea codurilor RS.

Sunt studiate codurile convolutionale multiple optime pentru citeva campuri
algebrice si performantele acestora. Evident capacitatea de corectie a erorilor a acestor
coduri este mult mai mare fatd de codurile binare, pentru acelasi numir de operatii
efectuate la decodare. Acest lucru permite utilizarea lor si pentru transmisii cu fading.

Metoda de decizie segmentatd in aplicarea algoritmului Viterbi de decodare, pe
blocuri de lungime variabild, este studiatd in cazul binar dar si pentru aplicarea pe
simboluri de tip multibit.

in final, sunt analizate tehnicile combinate de codare, corectoare de erori,
inclusiv cele TURBO care proceseazi semnalul Intretesut, in matrici de date. Constructia
codurilor TURBO poate fi realizatd in camp Galois, astfel incat datele sd fie prelucrate
direct pe structura de simboluri multibit. Sunt analizate citeva combinatii posibile de
coduri RS si convolutionale, pe 2, 3 si respectiv 4 biti. Castigul mediu de codare pentru
un simbol este de circa 8 dB. Cresterea dimensiunilor cimpului de definitie determind
viteze de transmisie mai mari pentru aceiasi parametri de sistem (latime de banda, ratd de
erori, raport semnal/zgomot).

Tehnicile de corectie a erorilor permit Imbunititirea performantelor
modulatoarelor digitale pentru diferite conditii de transmisie ceea ce impune analiza

comund a acestora.

V.2 Campuri Galois

Definitie: Un camp Galois (GF - Galois Field) este prin definitie un camp
algebric finit 1n care se introduc doud operatii interne, adunarea si inmultirea, pentru care

existd element neutru (0) respectiv element unitate (1):
OalGF,a+0=a Iv.n
all=a (Iv.2)
Operatiile de scddere si impértire se definesc implicit pe baza elementului opus
(-a) 51 a elementului invers (1/a, a nenul):
(a0 GF, dacaa +b=0atunci b=-a (IV.3)
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Oal GF{0},daca ab =1atunci b =1/a (Iv.4)

Operatiile de adunare si de inmultire definite in GF au proprietati de
liniaritate,comutativitate, asociativitate si distributivitate asemenea celor definite in

campul numerelor complexe.
Pentru Om O ZY, OGF(2™) ale carui elemente pot fi reprezentate pe m biti.
Adunarea: In GF, sumarea a doud elemente se realizeaziA prin sumarea

modulo-2 bit cu bit.

Exemplu: GF(16), m =4, 1101 + 1110 =0011 adica 13 + 14 =3.

fnmultirea: Produsul a doua elemente din GF trebuie si fie element al
campului. Este necesard deci introducerea unei reguli de evitare a depasirii
(overflow-rule) in termeni polinomiali.

Fie p(x) un polinom de grad m, ireductibil in GF(2"), avand coeficienti binari

(Tabel IV.1).

Tabelul IV.1

Polinoame ireductibile utilizate in GF(2™)

Dimensiunea GF Polinoame ireductibile
m p(x)
X*x+1
X3x+1L; X3Hx%+1
XHX+L XHx3+1
XCHXP+L; XHx+1
XOXHL; XX+ L; X+ XoC+HL xo+x M1 xo+x+1
X4x+L X3+ X1 X +x5+1
XEHHL; XEhCHL xBHxC+HL; xB+x5+1

I N[O|OI A~ WN

Se asociazi fiecdrui element al cAmpului trei forme de reprezentare: zecimald,
binard si polinomiald:
m-1 .
a = (ag,a1....am1) - a(x)= 2 ajx' (Iv.5)
i=0
Definim produsul a doud elemente a si b din cdmp, prin produsul:

c(x) = a(x)b(x)mod(p(x)) (Iv.6)

unde calculul coeficientilor se realizeaza cu operatii de intarziere si de sumare modulo-2.
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Prin mutiplicarea modulo-p(x) a polinoamelor, se evitd depasirea, adici:
grad(c(x)) < m -1, deci c O GF(2™M).

Exemplu: In GF(16) cu p(x) =x*+x+1 ,pentrua=7sib=11,c=ab=1.

Observatiis
0 Dacd bl = -a, b2 = 1/a atunci sciderea si impértirea elementelor din GF se

efectueaza conform relatiilor:
c-a=c+b; (Iv.7)
f=clb; (Iv.8)

0 Existenta si unicitatea elementului invers sunt asigurate numai daca polinomul

p(x), utilizat pentru definirea operatiei de multiplicare in GF, este ireductibil.

0 Regulile de operare in GF se implementeazi usor ca algoritmi.

In prezent exista procesoare digitale de semnal pentru operare in camp Galois.

Acestea sunt utilizate pentru codarea si decodarea datelor pe baza unor reguli

definite in cAmp numeric finit (GF). In cAmp Galois pot fi construite atat coduri

de tip bloc’, cat si coduri de tip 'arbore’ (convolutionale).

0 Comparativ cu cAimpul numerelor complexe, in GF se pastreaza:

[ metodele de rezolvare a sistemelor liniare de ecuatii;

O regulile de calcul matricial;

O transformata Fourier discretd (DFT) care existd in GF(N) numai pentru

anumite dimensiuni (n) ale vectorilor de semnal si anume numai daci n divide

N-1.

Definitie: Transformata Fourier discretd directd si inversd se calculeazi in GF
cu relatiile :

DFT : :?_i;ciwi j=0n-1 (IV.9)

IDFT : ¢; = Ti; cwi,i=0,n-1 (IV.10)
unde w este o rAdacind a unititii de ordin n in GF(N) daca n divide N:

wh=1 Iv.11)

Spre deosebire de relatia de calcul in campul numerelor complexe a
transformatei Fourier discrete inverse, in GF nu apare divizarea prin n datoritd sumarii
modulo-2 a coeficientilor polinoamelor.

In GF(2™) sunt verificate urmatoarele conditii:
Pl.y?"1=1,0y0GF\{0} (Iv.12)



Luminita SCRIPCARIU - SISTEME DE COMUNICATII DIGITALE 72
P2.y?" =y, Oy O GF. (IV.13)
Circuitele de operare in GF (sumator, multiplicator, divizor $i inversor) pot fi

implementate ca circuite logice combinationale, cu porti logice sau cu memorii cu viteza

mare de acces. Avantajul acestor metode il constituie timpul redus de prelucrare. Ele sunt
utile in implementarea circuitelor de codare in GF care sa lucreze in timp real. Aceleasi
operatii pot fi implementate ca algoritmi folosind procesoare digitale de semnal.

Exemplu: S8 analizdm campul Galois cu 8 elemente exprimabile:

zecimal: GF(8) ={0; 1, 2; 3; 4, 5; 6; 7}

binar: GF(8) = {000; 001; 010; 011; 100; 101; 110; 111}

polinomial:GF(8) ={0;1; D; D + 1;D?;D?+ 1;D?+D; D%+ D + 1}.

D - operatorul de intarziere cu un bit (delay).

Se alege pentru definirea operatiei de inmultire In acest cAmp, polinomul:

p(D)=D3+D+1

S4 efectudm citeva calcule in acest cAmp:

6+3=5 < 110+011 =101

5-2=5+2=7 < 101+010=111

7[B=2 « (D?+D+1)(D + 1)modulo[p(D)] = (D + 1)modul o[p(D)] =

= (D3+D+1+D)modulo[p(D)] =D

2(6=1 < D(D?+1)modulo[p(D)] =10 271=5

I1=705=6

Observatie: Este avantajos modul de calcul matricial al transformatelor DFT si

IDFT n-dimensionale in GF:

C=n-DF{C=QnF (IV.14)

t=n-IDFT{C}=Q;![C (IV.15)

unde e si C sunt vectori-coloand cu n elemente apartinind cAmpului, iar relatiile

de definire a matricilor pétratice n*n utilizate sunt:

Qn = [0 ™" g (IV.16)

2= oy M o (IV.17)

(w este in acest caz rAddcind de ordin n a unititii in GF considerat.)

Operatiile intre coeficienti se efectueaza in GF.

Exemplu: Continudnd exemplul anterior, si determindm 1ddacina de ordin 7 a
unitdtii in GF(8) si sa calculam DFT pentru vectorul (102 4 01 0).

Calculdm puterile lui 2 in GF(8):

a=2:2[2 - D% 5 100 - 22=4;
24 - D®modulo(D®+D+1)=D+1 - 011 - 2%=3;
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2B - D(D+1)=D?+D - 110 - 2*=6;

2[6 - D(D?+D)modulo[p(D)] = (D*+ D?)modulo[p(D)] = D?+D +1

- 111 - 25=7,

2[7 - D(D?+D +1)modulo[p(D)] =D?2+1 - 101 - 26 =5;

2[5 - D(D?+1)modulo[p(D)] =1 - 27 =1.

Deci 2 este element de ordin 7 in GF(8) cu p(D) precizat mai sus.

In general, intr-un GF, existd mai multe elemente avand acelasi ordin ceea ce
conduce la obtinerea unor coduri aparent diferite dar echivalente ca performante
intr-un anumit GF.

Pentru vectorul de date considerat, obtinem:

Dl 1 1 1 1 1 1
W W w w 0w w
W 0 0w w w o
C=7-DFT{g}=Q,C= ' 0 W W w w
0 0 W W w w
D W W W W w w
a
0l w® o® w* 0 w? o
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1
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O
O
%
O
O
O

IV.3 Coduri-bloc corectoare de erori

Un cod-bloc corector de erori protejeazd secventa de simboluri transmisa fata de
zgomotele si erorile aleatoare introduse de canalul de comunicatii. La fiecare k simboluri
(biti) care se transmit, codul corector de erori adaugd (n-k) simboluri (biti) de paritate.
Lungimea cuvantului de cod este de n simboluri (biti).

Pentru aceste coduri se calculeazi rata de codare:

R=k/n (Iv.18)

Prin introducerea simbolurilor de paritate, se urmireste cresterea distantei
Hamming minime dintre cuvintele de cod transmise intrucit circuitul de decizie din
receptor lucreaza pe principiul distantei Hamming minime dintre cuvantul receptionat si

cel estimat.
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Daca d,;,, = 2t+1 = n-k, atunci raza sferelor de decizie din planul semnalelor
este de t biti, sferele nu sunt tangente si se pot corecta maxim t erori dintr-o secventd de
lungime n .

Dacad = 2t = n-k atunci raza sferelor de decizie din planul semnalelor este

H min
de t biti, sferele sunt tangente, se pot corecta maxim (t-1) erori si se detecteaza prezenta a
t erori intr-un bloc de n simboluri.

Cele mai cunoscute coduri-bloc corectoare de erori sunt :

O codurile Hamming, organizate pe biti (bit-organized codes);

O codurile Reed-Solomon organizate pe simboluri(byte-organized codes).

IV.3.1 Coduri Hamming H(n; k)

Sunt coduri liniare descrise prin tabele de codare care specificd modul de
asociere a cuvintelor de intrare de k biti cu cele de cod de n biti. Introducerea bitilor de
paritate, respectiv cresterea redundantei semnalului, are rolul de a méri distanta
Hamming minim4 si medie dintre cuvinte astfel Incét s3 fie posibild detectia si corectia
unor erori care apar la transmisia datelor pe CT zgomotos. Prin permutarea cuvintelor de
cod se obtin coduri echivalente, cu aceeasi valoare a distantei Hamming minime intre
cuvintele de cod. Se utilizeazd mai ales codurile sistematice pentru care cuvantul de
intrare este parte componentd a cuvantului de cod, fie la nceputul, fie la sfarsitul
acestuia. In acest mod, nu mai este necesar un circuit de decodare in receptor, bitii de
date fiind culesi direct din semnalul receptionat. Se utilizeazi in acest caz doar blocul de
detectie si corectie a erorilor.

In general, pentru orice numar m intreg , pozitiv, nenul, existd un cod Hamming
de dimensiuni: H2M-1,2m-1-m). Se preferd folosirea codurilor cu parametru m

impar intrucit in acest caz sferele de decizie sunt disjuncte si se pot corecta t = (m-1)/2
erori . Codurile cu parametru m par sunt utile in sistemele ARQ (dutomatic Request).
Constructia codului poate fi realizatd matrieial Intr-un cadmp numeric finit,
camp Galois binar, GF(2).
Se scrie initial matricea de paritate H de dimensiuni mx (2™ -1), avind pe

coloane toate combinatiile binare nenule de m biti, eventual in ordine crescitoare a
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ponderilor. Pentru proiectarea unui cod sistematic, primele m coloane ale matricii H

trebuie s3 formeze matricea unitate (identitate) I :
H=[ImP] (Iv.19)
Matricea generatoare G a codului, determinatd din conditia: HG' =0, (M!
semnificd transpusa matricii M), va fi de forma:
G=[PTly (IV.20)
Vectorul codat ¢ se obtine din produsul vectorului-linie al datelor a (de k biti)

si matricea generatoare:

c=aG Iv.21)

Semnalul receptionat este divizat in blocuri de lungime n urménd ca fiecare
dintre acestea sa fie corectat folosind vectorul sindrom calculat cu relatia:

S=Hr"=H(c"+e") =HG"a" + He" = He" (IV.22)
(r - vectorul receptionat; e - vectorul de eroare).

Daca vectorul transmis nu a fost afectat de erori (vector de erori nul) atunci
rezultd vectorul sindrom nul. In cazul existentei unor erori de transmisie vectorul sindrom
depinde doar de vectorul erorilor (nenul pe pozitiile corespunzitoare erorilor) fiind
independent de vectorul de date.

Prin codarea tuturor combinatiilor binare de k biti, de intrare in codor, se obtine
un tabel de codare cu dimensiuni rezonabile in comparatie cu tabelele care s-ar obtine
prin codarea Reed-Solomon.

Se poate realiza constructia codurilor Hamming $i in varianta polinomiald cand
se asociazi fiecdrui cuvant, de intrare sau de cod, nu un vector, c¢i un polinom in variabila
D (operatorul de intarziere cu un bit) iar in locul matricii generatoare se foloseste un
polinom generator. Metoda de proiectare matriciald i cea polinomiald sunt echivalente.
Indiferent de metoda folositd, operatiile dintre coeficienti se efectueazi in GF(2).

Exemplu:Sa proiectdm codul Hamming H(7;4) in varianta sistematica.

Este un cod cu rata de codare 4/7, corector de o eroare intr-un bloc de 7 biti.

Matricile de paritate si cea generatoare sunt:
0o1110000

010001110

_ 0. H1010100

H=Qo10101136=0 "0 0 ¢
50011101

1110001
Codarea combinatiilor posibile de 4 biti se face aplicind relatia (IV.21).
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Pentru intrare a = (0 1 0 0) obtinem vectorul codat ¢ =(1 010 1 0 0) adica

primii 3 biti sunt cei de paritate iar ultimii 4 sunt chiar bitii datelor. Similar se

determind bitii de paritate pentru orice altd combinatie de intrare. Codarea,

respectiv decodarea se vor face pe baza tabelului IV.2.

Daca se receptioneazi vectorul r = (1 01 1 1 0 0) cu o eroare de transmisie,

vectorul sindrom este s = (0 1 1) si se observa ¢ reprezintd coloana a patra din

matricea de paritate. Deci vectorul de eroare estee =(000 1 00 0).

Vectorul corectat se obtine prin sumarea in GF(2) a vectorului receptionat cu cel

de eroare: v=(101 01 0 0). Datele transmise sunt culese de pe ultimele patru

pozitii: 01 0 0.

Tabelul IV.2 Cod Hamming H(7;4)

Biti de paritate | Biti de date
000 0000
111 0001
110 0010
001 0011
101 0100
010 0101
011 0110
100 0111
011 1000
100 1001
101 1010
010 1011
110 1100
001 1101
000 1110
111 1111

1V.3.2 Coduri Reed-Solomon

Codurile Reed-Solomon (RS) sunt organizate pe blocuri de biti ceea ce face

necesard constructia lor in cdmp algebric finit.
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Aceste coduri realizeaza corectia erorilor care afecteazd global simbolurile de
date deci Tmbunédtitesc probabilitatea de eroare de simbol si implicit pe cea de bit. Desi
au o complexitate mai mare n comparatie cu codurile Hamming, codurile RS sunt mai
performante si sunt utilizate pe scard largd in sistemele de comunicatii digitale.

Codurile RS se definesc pe baza DFT din campul de definitie a codului. In
cazul cdmpului complex creste numarul de biti necesari exprimérii elementelor in binar
sau precizia de calcul scade si apar erori de depsire asemandtor operatiei de cuantizare.

Definitie: Un cod RS(n; n-2t) corector de t erori este definit ca fiind setul
tuturor vectorilor ¢ de lungime m care au 2t componente spectrale nule, respectiv 2t
elemente ale vectorului obtinut prin aplicarea DFT vectorului de date sunt zero.

Se preferd ca nulurile spectrale s3 fie plasate grupat la inceputul sau sfarsitul
vectorului obtinut prin transformata Fourier discretd pentru simplificarea procedurii de
codare.

Codarea RS poate fi realizatd fie in varianta matriciald, pe baza calculului
matricial al DFT si IDFT, cu vectori de intrare si de cod, fie in varianta polinomiald cu
polinoame asociate vectorilor de intrare, vectorului codat si cu un polinom generator.

Avantajul proiectdrii codurilor RS in cadmp complex este acela c¢d nu apar
restrictii Tn ce priveste dimensiunile vectorilor pentru calculul DFT si IDFT asa cum se
intAimpla n cAmpurile Galois.

Indiferent de dimensiunile cdmpului algebric in care se construieste codul, existd
trei metode de proiectare, una directd, matriciald, plecind de la definitia codului, si doud
indirecte, polinomiale, lucrand in domeniul timp, pe baza unui polinom generator. Doar o
singurd metodd asigurd constructia unui cod sistematic.

Petru codurile RS nu se scriu tabele de codare intrucdt acestea ar avea
dimensiuni mult prea mari.

Metodele de codare RS sunt urmétoarele:

A. Codarea in domeniul frecventi

Se impun valorile componentelor vectorului spectral si prin aplicarea
transformatei Fourier discrete inverse (IDFT) se obtine vectorul de cod. Vectorul spectral

rezultd direct din vectorul de date prin completarea acestuia cu 2t zerouri (zero-padding):

Oa ,j=0,n-2t—-1 O
C]=D ] J

D V.23
00 ,j=n-2t,n-1 B ( )
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unde a; sunt componentele vectorului de intrare.

Vectorul de cod este:

¢ =IDFT(C) (IV.24)
_1 T -

c=% Con, i=0n=1 (IV.25)
j=0

unde wn este rAddcina de ordin n a unitdtii din cAmpul numeric complex sau in GF.
Observatii: Aceastd metodd nu permite obtinerea unui cod sistematic. Toate
operatiile intre coeficienti sunt cele interne, de sumare si multiplicare, definite n
campul in care se lucreazi (complex sau Galois). De asemenea, DFT are
particularitdti de aplicare 1n cazul construirii codului n GF, cind se
restrictioneazd dimensiunile codului in functie de existenta unei radacini a
unitdtii de un anumit ordin.
B. Codarea in domeniul timp
Se asociazd vectorului de intrare un polinom :
n-2t-1 .
a=(ap,ai, ....an2-1) - a(x) = i:ZO a;x' (Iv.26)
Cu x s-a notat operatorul de intarziere cu un simbol.
Se construieste polinomul generator al codului, cu coeficienti binari (0 sau 1), cu

-2t n—2t+1
1 (*)n 1

2t zerouri: WH <, wp T, ... , WAL, Zerourile astfel alese plaseazd nulurile spectrale pe

ultimele pozitii ale vectorului obtinut prin DFT.
g(¥) = (x— i) (x— Wi 2. (x— i) (Iv.27)
Polinomul de cod se obtine simplu ca produs:

c(¥) =g(¥a(x) -

Metoda conduce intr-adevdr la obtinerea unui cod RS deoarece spectrul
vectorului codat are 2t zerouri:

G = T_i; ciwn = c(oh) = g(wh)a(wh) =0, j=n -2, n-1 (IV.28)

Operatiile intre coeficienti sunt cele din cdmpul de definire a codului.

Simbolurile de date nu apar explicit in vectorul de cod, deci metoda nu este
sistematicd.

C. Metoda sistematici de codare RS

Se calculeaza polinomul de cod cu relatia:
c(x) = xZa(x) +r(x) (IV.29)
unde 1(x) este opusul restului impartirii polinomului x*a(x) la polinomul generator g(x).
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Toate operatiile intre coeficienti se efectueaza in cdmpul algebric de definitie a
codului.

Polinomul obtinut este divizibil cu polinomul generator ceea ce asigurd
existenta celor 2t nuluri spectrale.

Se observd cd simbolurile de date apar neschimbate in vectorul de cod pe
pozitiile cele mai semnificative, deci metoda este sistematicd $i permite o mai simpla

implementare a decodorului.

Teoremi : Un cod RS(n, n-2t) poate corecta t erori de simbol.

Demonstratie:

Conform definitiei codului RS existd 2t nuluri spectrale pentru orice cuvént de

cod.

Ci=0,j=n-2t,n-1

Aplicand IDFT se obtin componentele vectorului de cod :

-1 y n-2t-1 dj o, ——

Ci =Kj:ZOoon Cj = KC(wy') =K j:ZO Cjwn ,i=0,n-1

(K =2/n in cdmpul complex; K=1 in camp Galois).

Intrucat C(x) este de ordin (n-2t-1) si are doar (n-2t-1) zerouri rezultd ca cel

putin (2t +1) componente ale oricarui cuvant de cod sunt nenule.

Datorita liniaritatii transformatei Fourier discrete, diferenta oricdror doud cuvinte

de cod este de asemenea cuvant de cod deci contine cel putin (2t+1) valori

nenule si distanta Hamming intre ele este de cel putin (2t+1) simboluri ceea ce
permite corectia a t erori de simbol.Q.E.D.

Decodarea RS se realizeazi cu algoritmi de calcul a vectorilor de eroare cu
numir minim de componente nenule avind 2t componente spectrale cunoscute la
receptie:

r=c+eld Rj=Cj+E =Ej 0 =n-2t,n-1 (Iv.30)

Algoritmul de determinare a DFT a cuvantului de eroare

Fie polinomul de eroare E(x) i un polinom L(x) de localizare a erorilor (grad
maxim = t) necunoscut:

L(x) = i|_£|1(1—me‘) (IV.31)
unde k ; reprezintd pozitiile simbolurilor eronate.

Daca L este vectorul coeficientilor polinomului L(x) de dimensiune n, prin com-
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pletare cu zerouri si prin aplicarea IDFT se obtine vectorul 1 atunci:
= Kr_ifgm;”Lj = L(wy) = KE(l— wrioR) =0, 0i =k O
lig = (l)_ Oi=0,n-1 O L(x)lI_E(x)nDdqu(x“) =0 (IV.32)
Produsul polinoamelor este echivalent cu o convolutie circulard a vectorilor

asociati lor:
t n-1 _
LoE;j +kZ LkEj«=0 < Ej=-% LkEj« , j=0,n-1 (IV.33)
=1 j=0

Ultima relatie descrie un filtru autoregresiv (AR) cu t coeficienti. Dacd se
cunosc cele 2t componente ale vectorului E atunci din relatia (IV.33) se obtine un sistem
de 2t ecuatii cu 2t necunoscute care permite determinarea coeficientilor polinomului de

localizare a erorilor:
t _
Enk=-Z LiEnjx , k=1,t (IV.34)
=1

Prin cunoasterea vectorului L se pot determina recursiv din relatia (IV.33) toate
componentele vectorului E si apoi ale vectorului C. Prin aplicarea IDFT rezultd vectorul
de cod transmis §i corectat.

Observatie: Sistemul (IV.34) poate fi scris In forma echivalentd matriciala:
OEnt O OEptq ... Enpx Ly O

BEE T T H V39
OEn1 O OEn2 . Ent1 Ok O

Solutionarea acestui sistem necesitd calculul inversei unei matrici de tip Toeplitz
(cu elemente identice pe subdiagonalele paralele cu diagonala principald), care se poate
efectua cu algoritmi rapizi, utilizati frecvent in procesarea digitald a semnalelor n
proiectarea filtrelor AR si in domeniul analizei spectrale a semnalelor.

Exemplu: S8 realizdm constructia in GF(8) a codului RS(7; 5) corector de o

eroare de simbol intr-un bloc codat de lungime 7.

n=7,n-2t=5R=2;m=3.

Se utilizeaza ca ridicind a unitatii de ordin 7: w7 = 2.

Polinomul generator al codului este:

g(x) = (x+25)(x+28) = (x+7)(X+5) =x2+X(5+7) +5[¥ =x? +2X + 6

Intrucat se codeaza blocuri de 15 biti prin cuvinte de cod de 21 de biti, tabelul de

codare ar trebui sd cuprindd 2" (32768) linii. Astfel codul RS nu poate fi aplicat,

asemenea altor coduri-bloe, pe baza continutului unor memorii, ci folosindu-se

algoritmi pentru calculul cuvantului de cod asociat fiecdrui cuvint de intrare.
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Sd calculdm vectorul codat pentru secventa de intrare: 2 3 0 1 4, prin metoda

nesistematicd de constructie a codului RS in domeniul timp:

a(x) = 2+ 3x+x3 +4x4,;

c(X) = a(X)g(X) = 7 +5x +4x2 + 5x3 + 7x* + 2x° + 4x5.

Deci cuvantul de cod este: 754572 4.

Decodarea se va face simplu prin Tmpartirea polinomului vectorului receptionat

la polinomul generator. Corectia erorilor se realizeaza in alt bloc al decodorului.

in varianta sistematica se obtine:
r(x) = R{x%a(x)/g(X)} = 1 +4x.
Deci secventa codati sistematic este: 142301 4.

1V.3.3 Performantele codurilor-bloc corectoare de erori

Performantele codurilor-bloc corectoare de erori se exprimd prin diferiti
parametri.

Un decodor care corecteazd un numir fix de erori se numeste decodor cu
distanti limitati. In cazul aparitiei mai multor erori, in functie de modul de proiectare al
decodorului, acesta poate si semnaleze aparitia unui mesaj incorect (imposibil de
corectat), cum este cazul sistemelor ARQ (Automatic Repeat under Request)..

Daca transmisia datelor se face pe un canal de transmisie discret, fard memorie,
performantele codului se exprimd in termenii probabilititii de eroare la ieSirea
decodorului in functie de probabilitatea de eroare a simbolului pe CT.

Prezintd interes determinarea urméatoarelor marimi:

[ Probabilitatea de eroare a unui bloc de simboluri;

[ Probabilitatea de eroare a simbolului decodat ;

O Probabilitatea imposibilitatii efectudrii decodarii.

Deoarece un bloc eronat contine si simboluri corecte, probabilitatea de eroare de
bloc este mai mare decit probabilitatea de eroare de simbol.

Teoremi: Pentru un cod-bloc corector de t erori utilizat pe un CT discret, fard

memorie, probabilitatea decoddrii corecte de bloc este datd de relatia:
t :
Pc = 1 - Pe = z ChpIQ(l - pe) n- (IV36)
i=0

p. reprezintd probabilitatea de eroare de simbol pe CT si n este lungimea blocului codat.
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Justificarea acestei teoreme este evidentd tinind seama de numérul cazurilor
posibile ca cele i erori sd afecteze blocul de n simboluri cind cel mult t erori sunt corec-
tabile.

In cazul in care procesul de transmisie este afectat de zgomot aditiv, alb,
gaussian (AWGN -Additive White Gaussian Noise), probabilitatea de eroare se exprima
in functie de raportul de puteri semnal/zgomot al semnalului analogic transmis:

= raportul puterilor semnalului util si a zgomotului;

No -

E, - energia medie a unui bit de informatie la iesirea sursei;
- n

Eb= KEC

unde E, este energia medie necesard transmiterii unui bit pe CT.
Un demodulator proiectat pentru a elimina influenta AWGN se caracterizeaza

prin castigul de codare (coding gain) care se defineste ca diferenta (exprimatd in dB)
dintre raportul S/N necesar obtinerii unei anumite valori a probabilititii de eroare la
iesirea decodorului, in prezenta $i respectiv in absenta codarii. Experimental s-a constatat
cd acest castig de codare nu poate fi oricdt de mult crescut adica performantele codorului
nu se mai imbunédtitesc semnificativ, respectiv puterea de emisie necesard nu mai scade
mult, prin folosirea unor coduri mai complicate. Existd asadar o valoare asimptoticd a
castigului de codare pentru valori mari ale raportului S/N, pentru cazul in care codul
tinde si corecteze toate erorile posibile.

In realitate, puterea de emisie este limitata, deci nu se obtine castigul asimptotic
de codare iar probabilitatea decodarii eronate este mai mare decét cea estimata.

Prin definitie, castigul asimptotic al unui cod-bloc corector de t erori, cu rata de
codare R, are expresiile:

O pentru decizie hard: G = (t +1)R (Iv.37)

O pentru decizie soft: G = (2t +1)R (Iv.38)

Observatie: Castigul de codare are semnificatia cresterii artificiale a puterii

semnalului util, respectiv a energiei de bit, deoarece prin folosirea unui cod

corector de erori aceeasi probabilitate de eroare la demodulator se obtine cu o

putere de emisie mai mica fatd de cazul neaplicirii codului.

Pentru un demodulator coerent BPSK polar, cu decizie hard si cod corector de t
erori, expresia probabilititii de eroare este [B1a90]:

Pe OCH QIR+ 1) %2 g (IV.39)

unde Q(x) este functia normald de eroare:
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© 2
Q) = 7= [ BP{7 [y (IV.40)
iar energia echivalentd a unui bit transmis este:
/
E, =GEp =R(t+1)Ep (Iv.41)

in cazul deciziei soft, cind demodulatorul retransmite date decodorului si
acestea contribuie la corectarea unor erori ulterioare, castigul de codare creste fatd de
cazul deciziei hard fara reactie.

In cazul transmisiei independente a bitilor, valoarea probabilititii de eroare
de bit (BER - Bit-Error-Rate) este mai mare decdt probabilitatea de eroare de simbol
raportatd la lungimea blocului de biti.

Sa analizam performantele codurilor Hamming. In tabelul IV.3 sunt specificate
procentual cresterea redundantei semnalului, capacitatea de detectie respectiv de corectie

a erorilor pentru fiecare cod in parte.

Tabelul IV.3

Performantele codurilor Hamming H(n;k)

Parametr | Lungime | Lungime | Numarul | Numarul | Cresterea | Capacitat | Capacitat
u a a de erori | erorilor |redundan- e de e de
secventei | secventei | detec- corec- tei detectie a | corectie a
codate |de intrare| tabile tabile erorilor | erorilor
m d ¢ (%) (%) (%)
3 1 1 75,00 14,29 14,29
4 15 11 2 1 36,36 13,33 6,07
5 31 26 2 2 19,23 6,45 6,45
6 63 57 3 2 10,53 4,76 3,17
7 127 120 3 3 5,83 2,36 2,36

Se observa ci in cazul codului H(7;4) se obtine capacitatea maxima de detectie
si corectie a erorilor dar cresterea redundantei este de asemenea cea mai ridicatd dintre
toate codurile. Un compromis acceptabil intre diferitii parametri ai codului este realizat
in cazul codului H(15,11), detector de erori duble, corector de o eroare. Codurile
Hamming pot fi folosite in transmisii cu zgomot aditiv, gaussian, pentru corectia unor
erori aleator amplasate in semnal, dar nu si In cazul transmisiilor cu fading, cand apar

grupuri de erori (error-burst) de diferite lungimi.
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Log Decoder BER
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Fig. IV.2 Probabilitatea de eroare de bit a decodorului Hamming
functie de probabilitatea de eroare de bit a CT

In figura TV.2 sunt reprezentate graficele probabilitatii de eroare de bit a
decodoarelor Hamming corectoare de 1; 2 respectiv 3 erori, in functie de probabilitatea
de eroare de bit proprie canalului de transmisie afectat de zgomot alb, aditiv, gaussian.

Se observa ci pentru o probabilitate de eroare de bit pe CT de 10* , decodorul
asigurd o ratd de eroare de bit de 107 in cazul codului H(7;4), respectiv de 10° pentru
H(127;120).

Performante superioare de corectie a erorilor se obtin prin folosirea codurilor
Reed-Solomon, deosebit de puternice comparativ. cu cele Hamming si cele
convolutionale. Decodoarele RS, implementate cu procesoare dedicate pentru campuri
Galois, pot luera in timp real, la viteze mari de transmisie, ceea ce le recomanda pentru
utilizarea in sistemele de transmisie a datelor de mare vitezd, cu precizie ridicatd. De
asemenea aceste coduri pot fi utilizate in cazul transmisiilor cu fading avind capacitatea
de corectie a unor grupuri mari de erori (error-burst).

In tabelul IV.4 sunt prezentate performantele unor coduri RS, care au capacitate
de corectie a erorilor de peste 6% si o crestere a redundantei de maxim 50%

(corespunzitor unei rate de codare 1/2: half-rate). Deosebit de puternice sunt codurile RS

construite in GF(256), cu simboluri exprimate pe 8 biti.
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Tabelul IV.4 Performantele unor coduri Reed-Solomon

RS(n;n-2t) definite in GF(2™) (m = 3;4;5;6;7;8)

Numéru | Lungimea | Lungimea | Numdrul erorilor | Cresterea | Capaci- |Numérul
1 de biti | secventei | secventei corectabile redundan-| tatea de | de biti
dintr-un | codate de intrare t(simboluri) tei corectie a | de iesire
simbol |(simboluri) | (simboluri)| b(biti consecutivi) (%) erorilor
(%)
m n k=n-2t t b r y mn
3 7 5 1 1 40,00 14,29 21
4 15 11 2 5 36,36 13,33 60
5 31 27 2 6 14,81 6,45 155
31 25 3 11 24,00 9,68
31 23 4 16 34,78 12,90
31 21 5 21 47,62 16,13
6 63 55 4 19 14,55 6,35 378
63 51 6 31 23,53 9,52
63 47 8 43 34,04 12,70
63 45 9 49 40,00 14,29
63 43 10 55 46,51 15,87
7 127 111 8 50 14,41 6,30 889
127 103 12 78 23,30 9,45
127 95 16 106 33,68 12,60
127 85 21 141 49,41 16,54
8 255 223 16 121 14,35 6,27 2040
255 171 42 329 49,12 16,47

Observatie: Pentru transmisiile cu fading este necesard corectia unor grupuri de

erori cu lungime care depinde atit de durata maximi a intervalelor cu fading,

cit si de viteza de transmisie a datelor. in tabelele continind codurile RS cele

mai performante, este calculat numarul maxim de biti, respectiv de simboluri

consecutive corectabile printr-un anume cod.

Cresterea dimensiunilor codului conduce la o capacitate mai mare de
corectie a grupurilor de erori (error-burst), deci permit cresterea vitezei de
transmisie si reducerea energiei emise in cazul transmisiilor digitale afectate de

fading.
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Fig. IV.3 Probabilitatea de eroare de bit a decodorului RS functie de
probabilitatea de eroare de bit a CT afectat de zgomot aditiv, pentru o

De exemplu, prin folosirea codului RS(127, 95) se poate creste de doud ori
viteza de transmisie a datelor fatd de cazul utilizérii codului RS(127,111), in aceleasi
conditii de zgomot aditiv, fading, la aceeasi energie de bit, cu aceeasi probabilitate de

eroare (BER).
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Log BER 16-PSK
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Fig.IV.4 Probabilitatea de eroare logaritmatd a demodulatorului 16-PSK,
cu precodor RS, pentru transmisie cu zgomot aditiv gaussian

Functiile de probabilitate de eroare de bit pentru iesirile decodoarelor RS sunt
reprezentate grafic in figura IV.3. Sunt comparate performantele codurilor care conduc la
aceeasi crestere a redundantei semnalului.

Se observd ¢d pentru o rati de eroare de bit pe CT de 10?, decodorul asigurd o
ratd de eroare de bit de:

O 10° pentru codul RS(31;27); 10* pentru RS(63;55); 10° pentru
RS(127;111);51 de 107" pentru RS(255;223);

0 107 pentru RS(31;21); 10" pentru RS(63;43).

In figura IV.4 sunt prezentate graficele probabilitatii de eroare a unui
demodulator digital de fazd cu 16 stéri, cu precodor RS ca ratd de codare 1:2 (half-rate).

Se observd comportarea bund la rapoarte S/N mai mici de 5 dB pentru codurile

de mari dimensiuni.

IV.4 Coduri -arbore corectoare de erori

In contrast cu codurile-bloc, codurile de tip "arbore" (tree-codes) codeaza sirul
simbolurilor de intrare, cu inceput i sfarsit nedeterminat, intr-un sir de simboluri de

iesire.
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Interes practic prezintd numai acele coduri care permit implementarea codorului
ca automat cu numar finit de stari. In acest caz, codurile se numesc coduri trellis.
Acestea pot fi reprezentate prin diagrame de tip "grila" (#rellis), desfésurate in timp, cu
numdr finit de noduri pe fiecare nivel. Un cod trellis liniar se numeste cod convolutional.

Sirul simbolurilor de intrare in codor este impartit in segmente de k simboluri
numite cadre. Codorul memoreazd ultimele m cadre, adicd ultimele mk simboluri de
date si in functie de acestea $i de cadrul curent genereazd mn simboluri de iesire. Orice
combinatie liniard de secvente de cod convolutional este de asemenea secventd de cod.

Conditia de liniaritate se exprima astfel:
Oet, ez cuvintedecod; [d , 3 O GF : aey + [ezeste cuvant de cod.
Aceastd conditie se verifica pe fiecare nivel din 'trellis'.

Cuvintele de cod-arbore sunt infinit lungi si se citesc pe calea din 'trellis'
specificatd de secventa de intrare.

Aplicatiile codurilor convolutionale cuprind comunicatiile de vitezA micd si
medie 1n raport cu banda de transmisie, de exemplu sisteme digitale de transmisie vocald.
Dezavantajul major al codurilor convolutionale este dat de numérul mare de operatii
efectuate pentru fiecare bit decodat, prin aplicarea algoritmului Viterbi in caz binar
[Ber87]. O posibila optimizare a acestor tehnici de codare este metoda de proiectare a lor
in cAmp Galois [Ugr93] utilizdnd simboluri exprimate pe un numir mai mare de biti.
Evident este necesard aplicarea algoritmului Viterbi in cAmpul algebric finit de definitie a

codului.

GF(4)
iy 5 £ D» 7l " 3
¥i, I L [x 2 Qut
Fig.IV.6 Codor C(11,10) |

Fig.IV.7 Codor convolutional C(11;20) in GF(4)

Daca dimensiunea cdmpului este 2 atunci avem de a face cu coduri binare.

Pentru simplitatea implementdrii codorului si a decodorului se preferd proiectarea
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codurilor 1n varianta sistematicd. Un codor convolutional binar este implementat ca filtru
digital cu sau fird reactie, cu celule de memorie si sumatoare modulo-2 (exemplu:
FigIV.6). In general, un codor convolutional multinivel utilizeaza sumatoare si
multiplicatoare specifice campului Galois de definitie a codului (exemplu: Fig.IV.7).
Observatie: Notarea codurilor nu se face in mod unic. Am adoptat metoda citirii
coeficientilor intrdrilor in sumatoare sau in iesirile codorului, in ordine crescatoare a
puterilor operatorului de Intarziere (D sau x).
Cele doud codoare folosite pentru exemplificare sunt structuri nerecursive.
Codurile convolutionale pot fi implementate in variantd sistematics, folosind
structuri de codare recursive (RSC - recursive systematic code) (fig. IV.8). Astfel se
elimind structura de decodare pastrindu-se numai blocul de control al erorilor.
Observatie: Nu intotdeauna prin sistematizare se obtin structuri recursive. Am
notat aceste codoare nerecursive abreviat NSC (Non-Recursive Systematic

Convolutional Code).

Out1 Outl
In x CF(8) In w
(Ot 2 Out 2
GF{16)
1_" —]

Fig.IV.8 Schemele-bloc ale unor codoare RSC si NSC definite in GF

IV.4.1 Descrierea matematica a codurilor convolutionale

Analiza codurilor convolutionale se face combinat, xrin metode grafice si
matriciale.

Parametrii codorului:

k - numarul simbolurilor de intrare;

n - numarul simbolurilor de iesire;
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R = k/n - rata codorului;
M - numarul celulelor de memorie;

m - numdarul de biti utilizati pentru exprimarea binard a simbolurilor;
s=mM - numarul starilor circuitului;
v - lungimea de constringere a codorului, definitdi ca numirul minim de

celule de memorie necesare in circuit.

Exemplu: Codorul binar C(11,10) are parametrii:

k=1;n=2;R=1/2;M=1;m=2;v =1. Notatie echivalentd: C(3;2).

Descrierea matriciald a codurilor convolutionale se face fie cu o matrice
generatoare cu elemente polinomiale, fie cu matrici de tip intrare-iesire-stare cu
coeficienti constanti.

Descrierea grafici a unui astfel de cod se realizeazd cu diagrame:

O de tranzitii (de stari) ;

O de tip "arbore™;

O de tip "grild" (trellis).

Diagramele de stéri sunt complicate in cazul codurilor cu numér mare de stiri si
cu cel putin doud simboluri de intrare. De asemenea diagramele "arbore" sunt mai putin
practice intrucat numarul nodurilor de pe un anumit nivel, creste exponential de la un
moment de timp la altul. Cele mai eficiente sunt diagramele 'trellis' care au acelasi numér
de noduri pe toate nivelele si devin periodice dupd un numir minim de pasi,
corespunzitor regimului tranzitoriu. Si aceste diagrame sunt dificile pentru mai multe
combinatii intrare-stare.

Devine utild in acest caz transcrierea trellisului sub formé de tabel in care si se
specifice toate combinatiile posibile privind: starea codorului la momentul curent,

cuvantul de intrare, secventa codata si starea in care trece circuitul la momentul urmator.

IV.4.2 Analiza codului convolutional pe baza matricii

generatoare

Matricea generatoare a unui codor convolutional este formatd din k*n

polinoame generatoare semnificind contributia fiecirei intrfiri la fiecare variabild de
iesire:  G(x)=[g;(x)], i=1,k,j=T,n (IV.42)
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Notatii: x - operatorul de intarziere cu un simbol; g, (x) - polinomul generator asociat
intrérii 7 $i iesirii j, cu coeficienti avand valori din cAmpul Galois de definitie a codului.
Lungimea de constringere a codului se calculeazi ca:
v= é max [grad g;(x)] (Iv.43)
=1
In cazul codurilor sistematice, matricea generatoare trebuie si contind o

submatrice de tip identitate cu k linii:
G(x) =1 | P)] (IV.44)
Se asociazd fiecdrei intrfri cite un polinom. Toate aceste polinoame pot fi

grupate intr-un vector de intrare cu elemente polinomiale:

a(x) =[ai(x),....., ar(x)] (Iv.43)
Coeficientii acestor polinoame sunt simbolurile de date.
Secventa codata se obtine simplu: ¢(x) = a(x)G(x) (IV.46)

Pentru corectia erorilor din secventa receptionatd, se poate folosi matricea de

control pentru calculul vectorului sindrom:

H(x) = [-PT(x) | 1] (IV.47)
Definitie: Un cod convolutional este necatastrofic daca satisface relatia:
cmm.d.c. [Di(x)] =x" (Iv.48)

unde r este un numdr intreg oarecare, D,(x) sunt determinantii submatricilor de
dimensiuni k*k din matricea generatoare a codului.

Evident, matricea generatoare a unui cod sistematic contine o submatrice de tip
'matrice identitate' cu determinant de valoare 1, deci codul este necatastrofic.

In cazul codurilor necatastrofice, matricea generatoare admite inversd si

decodarea se poate face pe baza relatiei:

a(x)x” =e(x)G7 (x) (Iv.49)
Exemplu:Fie matricea generatoare:
G(x) = El ol %D(x) =[1;x+x%;1+x3 +x4] deci codul este necatastrofic.

00 1 x+x?

Matricea inversa a decodorului:
Ox3+x* 1+x2+x%+x* [
Glx) = x+x2 1+x+x?
o 1 1 d

IV.4.3 Analiza codorului convolutional cu ecuatii de stare
Descrierea codorului in varianta matriciald poate fi fAcutd cu matrici fixe

caracte- ristice pornind de la ecuatiile codorului in varianta paralel-paralel [Bed89]:
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O Ecuatia intrare-iesire:c, = A,a, + BamSp (IV.50)
O Ecuatia de stare: 5,41 = Cymdp + Enmss, (Iv.51)
Notatii:

¢, a, §-vectorii-coloand de iesire, intrare si stare;

A - matricea iesire-intrare;

B - matricea iesire - stare;

C - matricea stare - intrare;

E - matricea stare - stare;

p - variabila discretd de timp;

Deducerea matricii generatoare polinomiale pe baza matricilor caracteristice ale

codorului se face iterativ:
¢, = Aa, +Bs, = Aa, +B(Ca,- +E5,) = Ag, +BCDa, +BEDs,
¢, =A (I +BCD +BECD? +BE>CD? +...BE""'CD")a,
Rezultd expresia matricii generatoare:

v=l . .

G(D)=A + 3 (BE'C)D™ (Iv.52)
i=0

Observatie:

grad[G(D)]=v si E¥=0

Exemple:

Codul C(11;10) poate fi descris cu matricile fixe:4 = @} % B=[1];C=[1;E=][0].

Codul C(111;101) binar este descris de matricile:

010, 0110, 010, 0o0oo0O
4=0, 0B=0 OC=0. 0k=0 a
olo 001g o0oo 0!l og

IV.4.4 Algoritmul de decodare Viterbi

Se preferd insd decodarea prin folosirea algoritmului Viterbi [For73], [Vit79]
care lucreaza pe principiul distantei Hamming minime intre cuvantul de cod receptionat
si cel estimat pentru a realiza si corectia unor eventuale erori.

Algoritmul Viterbi cuprinde urmétorii pasi :

[ Se initializeaza codorul in starea nuld pe nivelul k = 0.

O Se initializeaza ponderile starilor: w =0

[ Se incrementeaza variabila de nivel: k=k+1.

0 Se calculeazd metrica fiecdrei cdi ce intrd in nodurile de pe nivelul k al

trellisului.
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[0 Se retine numai calea de intrare in fiecare stare care are metrica minima
(surveiver): d..
0 Se calculeaza ponderile stirilor pe nivelul k: w# =w*1 + 4, (IV.53)

0 Dacd L este lungimea secventei receptionate si k < L+M), se revine la pasul 3.
0 Se decide ca s-a receptionat secventa corespunzitoare ciii ce intrd in starea
cu normd minima.

Pentru o secventd de L biti, pentru aplicarea algoritmului Viterbi se efectueaza
L2 operatii. In practicd, se limiteaza lungimea de constrangere a codorului la 5.
Algoritmul Viterbi reprezintd un caz particular de cercetare operationald pentru

gasirea drumului minim intr-un graf. In prezent, decodoarele Viterbi sunt implementate
in tehnologie VLSI.

Reducerea numarului de operatii efectuate pentru decodarea unui simbol (bit)
prin aplicarea algoritmului Viterbi, poate fi redus prin segmentarea procesului de
decizie. Aceasta constd in luarea de decizii partiale pe durata decodarii, de indatd ce s-a
obtinut pe un anumit nivel din trellis o stare unici de pondere minima, cu conditia ca de
la ultima reinitializare sa fi fost analizate minimum L nivele (L - lungimea de decizie a
codului).

Pentru primul nivel, cind se analizeazd pe baza algoritmului Viterbi numai
secventele de cod asociate unei stdri (initiale), numarul de operatii efectuate este
substantial redus fatd de alte nivele pentru care analiza cuprinde toate stirile codorului.

Exemplu: Codorul C(11,10) binar are matricea generatoare: G(D) = El JID E
O

In tabelul IV.5 se specifica tranzitiile ntre stari, pentru codorul considerat.

Tabelul IV.5 Codor convolutional binar C(3;2)

Sn a, YinYon Sn41

0 0 00 0
1 11 1

1 0 10 0
1 01 1

Considerdm o secventd binard particulard a,, cu vectorul de stare asociat si

secventele codate, transmisd respectiv receptionatd (cu erori):
a 1001110

s 0100111
vy, 111000110101 10
11 10.

r,r,, 1010101101



Luminita SCRIPCARIU - SISTEME DE COMUNICATII DIGITALE 94

g0 g 0@ @ o o
L i) 4_J i)

1o 5

R 10 10 il 11 01 11 10
C 11 10 0o 11 01 01 10
D | 0 0 1 1 1 1

Vom aplica algoritmul de decodare Viterbi cu decizie segmentatd. Se obtin 3
segmente de diagrama cu 2, respectiv 3 nivele.

(R - secventi receptionatd; C - secventd corectatd; D - secventd decodats).

Pentru codul convolutional binar C(11;10) cu 2 stiri, ratd de codare 1:2 si
lungime de decizie 2, se vor efectua in cazul aplicirii algoritmului Viterbi clasic, pentru
fiecare bit decodat, 4 operatii de adunare. Dac se segmenteazd procesul de decizie si se
reinitializeaza trellis-ul la fiecare doud nivele atunci se vor efectua in medie doar 3
operatii pentru un bit decodat, ceea ce conduce la o reducere de 25% a numérului total de
operatii efectuate pentru decodare precum si a timpului afectat procesului. Acest fapt este

deosebit de util in cazul decodarii in timp real a datelor.

Observatii:

O In cazul codurilor binare, metrica unei cai din trellis se determind pe baza
distantei Hamming dintre grupurile de biti.

0 In general, pentru decodarea Viterbi a codurilor construite in cimp Galois, se
va folosi distanta euclidiand patratici dintre grupurile de simboluri multibit.

0 Lungimea de decizie a codului (L) va fi definita in paragraful urmator. In
esentd, aceasta corespunde numirului minim de nivele din graf care asigurd
capacitatea maxima de corectie a erorilor pe baza codului analizat.

0 Dacd pe ultimul nivel existd mai multe stdri cu pondere de valoare minimé, se
decide detectia erorilor $i imposibilitatea corectiei lor pe acel nivel. Sunt

necesare in acest caz, date suplimentare pentru a realiza corectia erorilor.
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IV.4.5 Performantele codurilor convolutionale

Un cod convolutional este in principiu infinit lung si are scopul de a corecta
erorile distribuite aleator, pe masura aparitiei lor. In cazul in care numarul erorilor care
afecteazi un segment codat depaseste capacitatea de corectie a decodorului, se marcheaza
intervalul respectiv $i se cere retransmisia lui. Acest eveniment se numeste eveniment de
nedecodare.

Capacitatea unui cod convolutional de detectie si corectie a erorilor se studiaza
prin:

O structura distantelor codului (profilul distantelor);

0 probabilitatea de decodare eronatd ca functie de distanta Hamming minima
(free Hamming distance) dintre oricare doud secvente codate infinit lungi.

Definitie: Distanta minima de ordin L a codului convolutional este egald cu
distanta Hamming minima dintre oricare doud segmente de L cadre ale cuvantului de cod
care nu corespund in cadrul initial.

Secventa monoton crescitoare a distantelor Hamming minime de ordin 1; 2; 3;
.... se numeste profilul distantelor codului.

In cazul codurilor liniare, procedura de calcul a distantelor codului se simplifica
prin raportarea tuturor segmentelor codate la calea fundamentald corespunzitoare
secventei infinite de zerouri (all-zero word). Trebuie calculatd in acest caz doar ponderea
minimi a segmentelor codate de L cadre care nu sunt nule pe primul nivel.

Limita superioard a sirului distantelor codului se numeste distanta Hamming
minimé (free-Hamming distance) a codului.

Pentru un cod convolutional cu distanta minima de ordin L de valoare d; se pot
corecta t erori in primele L cadre daca 2t+1<d,.

Exemplu: Sa determindm profilul distantelor si distanta Hamming minimd a

codului convolutional binar C(3;2) (Fig.IV.9).

Pentru primul nivel al trellisului se calculeaza distanta Hamming intre cuvintele

de cod: 00 si 11. Rezulta distanta de ordin 1: d; =2

Pentru distanta de ordin 2, se vor compara secventele de doud cadre care nu

coincid 1n primul cadru: setull (0000;0011) cu setul al doilea (1110;1101). Din
cele 4 combinatii posibile rezultd: d» =3.
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sg o200 _0/00 o 0/00
010

1111 ;
o 111

1/01 1/01

Fig.IV.9 Diagrama 'trellis' a codului C(11;10)

Acelasi rezultat se obtine simplu prin calculul ponderii minime a secventelor din
setul al doilea, nenule in primul cadru.

Distanta de ordin 3 corespunde ponderii minime a secventelor:
(111000;111011;110110;110101): d3 =3.
Intrucit aceastd valoare se obtine pentru calea 111000 care se uneste cu cea

fundamentald, rezultd cd s-a obtinut limita superioard a valorilor profilului
distantelor {2; 3; 3 ...}, adica distanta Hamming minima a codului: dppe. = 3.
Castigul de codare asimptotic al unui cod convolutional binar cu rata de codare
R si distanta Hamming minim4 d .. se calculeazi cu relatia:

Ga =Rdppee (Iv.54)
Observatii:

0 n cazul semnalelor modulate, performantele transmisiei depind de distanta
euclidiand dintre semnale si nu de cea Hamming. Distanta euclidiand pétratica
dintre doud stiri are semnificatia energiei necesare pentru a se efectua tranzitia
respectiva.

Se calculeazd pentru fiecare constelatie de semnal distanta euclidiand minim4,
respectiv medie, care determind probabilitatea de eroare maximi, respectiv
medie, a demodulatorului.

0 Performantele de corectie a erorilor ale codurilor convolutionale se exprima
prin:

O profilul distantelor si distanta Hamming minim4,

0 lungimea minimi a unui segment codat care asigurd corectia numarului
maxim de erori. Acest parametru permite realizarea unei comparatii intre
codurile-bloc corectoare de erori §i cele convolutionale.

Exemplu: Codul convolutional binar C(31;13;12) [Scr95/1] cu parametrii:

o k = 2 intrari paralele;
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o n = 3 iesiri paralele;
o R = 2/3 rata de codare;

o M = 2 celule de memorie;

o S= 4 stri;

oV =1 (lungimea de constringere);

o H = 4 (distanta Hamming minim3);

o ¢ = 1 eroare corectabila;

o d = 2 erori detectabile;

o L = 2 cadre (lungimea minima necesard a segmentului receptionat pentru

corectia unei erori);

Matricea generatoare:

01+D 1 [
G(D)=@ 1 1+D@
01 D r

Codul are un céastig de codare G = 8/3 (4,771dB) fiind cel mai performant din
familia codurilor convolutionale binare, cu doud variabile de stare si un nivel, cu
structurd de stare simetricd (total 4096 coduri posibile).

Codul prezentat corecteazd o eroare §i detecteazd doud erori dintr-un segment
codat receptionat de 6 biti.

Definitii:

U lungimea de decizie: (L) este numarul minim de cadre dupa care in profilul
distantelor se obtine distanta Hamming minima totald a codului;

O eficienta de detectie a erorilor se defineste prin relatia & = d/nL;

U eficienta de corectie a erorilor are relatia de definitie y = ¢/nL;
(d - numarul erorilor detectabile in L cadre receptionate; ¢ - numérul erorilor corectabile
in L cadre receptionate.)
Pentru codul C(31;13;12)se obtin: & = 2/6 = 33,33%si y= 1/6 = 16,66%,
comparativ cu codurile-bloc corectoare de erori:
U Hamming:

H(7,4) 8=y = 1/4 = 25%;
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H(15,11) 6=2/11=18,18% y = 1/11 = 9.09%;
O Reed-Solomon:
RS(7,5) 6 =y = 1/5 = 20%;

RS(15,11) & = y = 2/11= 18,18%.

Observatiis

0 Codurile convolutionale sunt

98

mai simple din punctul de vedere al

implementdrii circuitelor de codare/decodare decét codurile-bloc corectoare de

erori .

Codurile convolutionale binare optime, cu 1; 2; 3 sau 4 variabile de stare sunt

prezentate in tabelul IV.6.

TABELUL IV.6

Coduri convolutionale binare optime

Cod Numarul Rata Distanta Numér de Castigul de

convolutional| variabilelor | codorului Hamming erori codare
de stare minima corectabile [dB]
C(3;1)* 1 1:2 3 1 1,76

C(11,01;31) 1 2:3 3 1 3

C(5;7) 2 1.2 5 2 3,98
C(31,11;32) 2 2:3 4 1+d 4,26
C(7;11) 3 1.2 6 2+d 4,77
C(71,53;35) 4 2:3 5 2 5,23

(* citirea coeficientilor polinoamelor generatoare se face in ordine descrescitoare a

puterilor operatorului D).

0 Codurile convolutionale multinivel, construite in campuri Galois, asigurd

performante superioare de corectie a erorilor [Ugr93].

Algoritmul Viterbi se va aplica in cazul transmisiei multinivel folosind pentru

caleulul metricii unei cfi din trellis functia 'distanta euclidiani patratici’ dintre

simbolurile componente ale diferitelor secvente:

d3 (%) = p di(xisyi) = 2(xi—p)?

Notatii: X =[x1x2....x,]; Y= [y1y2

(IV.55)

V] secvente de n simboluri din GF.

Determinarea distantei euclidiene pétratice minime si a lungimii minime de de-
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cizie se va face pe baza profilului distantelor codului. Castigul de codare a codului
convolutional se calculeazd pe baza 'distantei euclidiene pitratice minime' (&, ., )
dintre oricare doud secvente codate de lungime nelimitatd, care nu coincid in primul
cadru (R - rata de codare):

G=R 3 (IV.56)

ree

Date| Codor Codort | |Canal de Decodor| (Decodot %acvan
extenior[ | intenior [ |cormmicatii| | intetior | |exterior [ Jacodaty

Fig.IV.10 Codor mixt corector de erori

In concluzie, pentru transmisiile de mica viteza, afectate doar de zgomot aditiv
aleator, codurile convolutionale binare sunt mai avantajoase decit codurile-bloc
corectoare de erori fiind si mai simple din punctul de vedere a implementdrii circuitelor
de codare/decodare. In transmisiile de mare viteza sau in cele afectate de fading, sunt mai
avantajoase codurile Reed-Solomon §i cele convolutionale construite in cdmp Galois (pe
simboluri exprimabile pe un numir mare de biti), cu capacitate mare de detectie si
corectie a erorilor, aleatoare sau grupate, cu posibilitate de decodare in timp real. In
prezent se utilizeazi metode mixte de codare (concatenated-codes) care sd combine
avantajele celor doud tehnici (Fig.IV.10).

Aceste coduri au fost prima oard propuse de Forney (1966) dar metoda a evoluat
prin imbundtitirea principiului de intercalare a simbolurilor. Utilizarea in serie a doud sau
mai multe codoare, in vederea obtinerii unui castig de codare superior, este frecventd in
sistemele de comunicatie cu putere de transmisie limitatd, ca in cazul transmisiilor prin

satelit. Recent (1993) au fost introduse codurile de tip turbo care utilizeaza un produs de

2 n2-k2
coloane coloane
. sitnholuri
ki lnd date de patitate
aldkl lind ;”nbn.lun
g paritate

Fig.IV.11 Principiul codarii turbo
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doud coduri corectoare de erori, cu simbolurile de date intercalate (fig.IV.11) [Skl97].
Decodarea datelor se poate face pe principiul estimatorului de maximi probabilitate.

Codurile folosite, 'bloc' sau 'arbore’, sunt in general sistematice pentru a usura decodarea.
IV.5 Aplicatii

P1. Codati ASCII pe 8 biti, cu paritate pard, secventa de caractere: alb2c3d4.

P2. Calculati 3-DFT a sirului de simboluri (10; 4; 1; 5; 2; 6) in GF(16) cu
p(x)=x*+x+1 si w,=6.

P3. Calculati 5-DFT a secventei (12; 8; 3; 0; 1) in GF(16) cu p(x)=x*+x+1 si
w,=8.

P4. Calculati 7-DFT a secventei (1; 6; 5; 0; 2 ;0; 1) in GF(8) cu p(x)=x’+x+1 si
w,=5.

P5. Codati in domeniul timp secventa (3 1 2 7 5) in cod RS(7;5) in GF(8) cu
p(x)=x*+x+1 si w,=4.

P6. Codati secventa (11 9 7) in cod RS(5;3) in GF(16) cu p(x)=x*+x+1 si w,=10
prin metoda IDFT.

P7. Codati secventa (2 5 0 4 1) in cod sistematic RS(7;5) in GF(8) cu
p(x)=x*+x+1 si w,=2.

P8. Scrieti matricea de paritate si cea generatoare a codului Hamming H(15;11).
Calculati (in dB) castigul codului.

P9. Pe un canal de transmisie binar cu probabilitate de eroare a bitului de 107,
se foloseste codul Hamming H(7;4). Calculati:

a) probabilitatea de de codare corectd;

b) probabilitatea de nedetectare a erorilor.

P10. Codul RS(7;5) este utilizat pentru transmisie pe un canal octal, cu
probabilitate de eroare de simbol 107, Calculati probabilitatea de eroare a decodorului.

P.11 Un codor convolutional binar cu polinoamele genratoare gl(x)=x*+x+1 si
g2(x)=x"+1 este pus in cascadd cu un codor-bloc (regula de codare: 00 -> 010; 01 -> 011;
10 -> 101; 11 -> 110). Desenati trellisul codului obtinut. Calculati distanta Hamming
minima si castigul de codare al acestuia.

P12. Determinati profilul distantelor si céastigul codului convolutional cu ratd

1:2, C(11;20) (ordine crescétoare a puterilor operatorului) construit in GF(4).



